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RESUMEN 
Una de 10s rasgos salientes de la Teoria de  la  Re la t iv idad  Genera l  es que las ecua- 
ciones que gobiernan el campo gravitatorio son de caracter no-lineal.  Debido a que 
10s sistemas no lineales presentan una gran riqueza de comportamiento, aplicaremos 
nociones de Teor ia  d e  S i s t emas  Dina'micos a situaciones donde analizar estos efectos se 
hace ineludible en el Universo Prirnitivo. 
Comenzaremos con el estudio de un Universo de Friedmann - Robertson - Walker 
acoplado a un campo escalar, real y masivo. Dividiremos el Hamiltoniano del sistema 
en una parte integrable m& una perturbaci6n) analizando 10s limites de estabilidad y la 
existencia de resonancias de la diniknica no perturbada. Calcularemos el Espectro de 
Exponentes de Lyapunov en las regiones regular y ca6tica del espacio de fases. Dado 
que la noci6n de Exponente de Lyapunov es dependiente de la noci6n de medida ,  imple- 
mentaremos el mktodo de las Secciones de Poincark como confirmaci611, independiente, 
de la aparici6n de caos. 
Para ampliar nuestra bateria de ejemplos consideraremos un modelo m& cornpleto, 
incluyendo constante cosmol6gica y autointeraccibn del campo escalar. Estudiando 
la estabilidad lineal de la dinknica, confirmaremos la posible existencia de caos en 
estos modelos generalizados. Implementaremos el mitodo de las curvas Frecuencia - 
Frecuencia como forma sistembt.ica de hallar condiciones iniciales para construir las 
Secciones de Poincari en un entorno de las regiones resonantes. 
A1 considerar un modelo de mayor relevancia cosmol6gica, confirmaremos la validez 
del Principio de Calvicie C6smica en el mismo y verificaremos la aparici6n de estruc- 
turas en el espacio de fases (cantoros e islas de estabilidad), debido a cuya existencia 
el comportamiento del sistema dista mucho de ser trivial. Incluiremos un mod0 no ho- 
mogineo al campo escalar, para estudiar la reacci6n de estos modelos a1 incrementarse 
el ncmero de grados de libertad del sistema, mostraremos que 10s resultados obtenidos 
son compatibles con un proceso de Difusi6n de Arnold. 
En un modelo semiclkico y autoconsistente, del Universo Primitivo, estudiaremos 
el proceso de creaci6n de particulas. Confirmaremos que el mismo se debe a la presen- 
cia de interacciones resonantes entre 10s distintos grados de libertad. Esto muestra la 
estrecha relacibn entre caos a nivel clkico y creaci6n de particulas a nivel semicl&ico y 
la importancia de las contribuciones no lineales como f u e n t e  de efectos no triviales en 
Cosmologia. 
El objeto central de la presente Tesis es estudiar diversos efectos, tanto cl&icos 
como cuAnticos, debidos a la no linealidad de las ecuaciones que, hasta el presente, mejor 
describen la evoluci6n del universe: las ecuaciones de Einstein de la Relatividad General 
(RG) [Weinberg 1972; Misner, Thorne y Wheeler 1973; Landau y Lifshitz 19753 y la 
Teon'a Curlntica de Campos (TCC) [Bjorken y Drell1964; Itzykson y Zuber 1980; Ryder 
19851. Dentro del contexto clikico estudiaremos, como manifestacibn particular de la 
no linealidad, la posible existencia de comportarniento irregular o ca6tico [Poincare' 
1892; Arnold y Avez 1968; Ozorio de Almeida 1988; Tabor 19891; y la formaci6n de 
estructuras en el espacio de fases, que conduzcan a una d inh ica  no trivial del sistema. 
Desde el punto de vista cugntico analizaremos la influencia de tdrminos no lineales, 
imprescindibles a1 renormalizar, consistentemente, la teoria semiclAsica [Birrel y Davies 
19821, dentro del contexto de 10s modelos inflacionarios [ Guth 1981; Brandenberger 1985; 
Abbott y Pi 1986; Kolb y Turner 19901; y la aparici6n de resonancias como indicaci6n 
de efectos disipativos y de pkrdida de predictibilidad, tambidn a nivel semicliisico [Berry 
19831. 
1-1 Sistemas Dindmicos y Relatividad General 
En 10s filtimos 25 aiios ha cobrado interks el estudio de 10s sistemas no lineales. 
Esto se ha debido, principalmente, a la creciente disponibilidad de computadoras que 
perrniten ejecutar una gran cantidad de c&lculos a alta velocidad y, adem&, a1 des- 
cubrimiento de sistemas con comportamiento cabtico. Dicho en forma simple, un sistema 
ca6tico es un sistema determinista que exhibe un comportamiento irregular o extrafio, es 
decir, dadas dos condiciones iniciales distintas. per0 muy similares, el comportamiento 
del sistema para tiempos largos puede ser conpletamente diferente en ambos casos. 
Por cierto, es un hecho conocido que exisien fen6menos naturales cuya predicci6n 
no es sencilla. Por ejemplo: 10s movimientos armosf~ricos obedecen las leyes de la fisica, 
pero las predicciones meteorol6gicas se realizac todavia en tCnnino de probabilidades. El 
clirna, un flujo de agua, una tirada de dados tienen, todos ellos, aspectos impredecibles. 
-4.l no aparecer una relaci6n clara entre causa y efecto, se dice que representan fen6menos 
estocisticos. Existia sin embargo la con~icci6n de que esta impredecibilidad era fruto 
de la falta de informacibn, que era sdciente recoger \- procesar una mayor cantidad de 
datos para obtener una descripci6n completa de estos fen6menos 
Este enfoque se ha  visto alterado por el descubrimiento de que a1,aunos sistemas 
deterministas muy simples, con &lo unos pocos gradm de libertad: pueden generar un 
comportamiento impredecible denominado Ca os [Lorenz 1963; He'non y Heiles 1964; 
Crutchfield et al. 1986; Jensen 1 9 8 1 .  Existen dos caracten'sticas importantes en el 
comportamiento cabtico: i) puede darse en &ternas muy simples. ii) aparrentemente 
estd regido por reglas fijas, es decir, es deterlllmista. Se ha detectado comportamiento 
ca6tico en sistemas tan disimiles como: la oscilaci6n de 10s ni-celes de las concentraciones 
de las reacciones quimicas, 10s latidos de 1% cklulas del coraz6n de pollo y muchos 
osciladores el6ctricos y mecbicos: e incluso eE modelos simulados de epidemias y de la 
actividad elhctrica de una cklula nen-iosa (Para una recopilaci6n bibliogrsca ver por 
ejemplo [MacKay y Meiss 1987; Cvitanotrtc' 1989; Bai-Lin 19901). 
Tal vez la elecci6n de la palabra Caos, para describir esta clase de ienbmenos, 
haya sido un poco desafortunadz. ya que puede asociarse fiicilmente con algo carente 
de estructura. Los sistemas ca6ticos no carecez de estructun. por el contrar 10 su com- 
portamiento exhibe una estructura mucho m k  rica e i n t e r c a t e  que 10s sistemas inte- 
gables [Zaslavsky 1985; Guckenheimer y Holnes  198-3: Froyland 19921. 50 obstante, 
es evidente que presentan aspectos de impredecibilidad y grd ida  (aparentej de la in- 
fonnaci6n, que e s t b  asociados con el carzicter no lineal de la evoluci6n del sistema. En 
contraposici6n, 10s sistemas lineales son mis  ficiles de ulalizz y, en principio. son siem- 
pre integrables. por ejemplo utilizando el p r i ~ c i p i o  de s u p e ~ o s i c i d n .  Muchos sistemas 
fisicos, gobernados por ecuaciones no hneales presentan comportarmento &tico. Los 
ejemplos pueden encontarse en prricticamente todas las ramas de la fisica. 
El marco general en el que se estudia el caos es la llamada Teoria de 10s Sistemas 
r Din&nicos (TSD) [Arnold 1978; Goldstein 1980; Percival y Richards 1982; Lichtenbe~g 
y Liebeman 19821. Un sistema dinrimico consta de dos pates: la noci6n de estado (que 
da la informacihn esencial sobre el sistema) y una din&nica (una regla que describe 
c6mo evoluciona el estado en el tiempo). La evoluci6n puede representarse en el espacio 
de fases, construcci6n abstracta cuyas coordenadas son las componentes del estado. 
Una de las maneras m& prricticas de diagnosticar el comportamiento de un sistema 
d inb ico  es el estudio del espectro de ex~onentes de LJ-apunov [Oseledec 1968; Benettin 
et al. 1980]. Otra es a travCs de las secciones de Poincari [Poincare' 1892; Birkhofl 
1921 .  Por definici6n 10s eqonentes de Lyapunov son 10s promedios de velocidades de 
divergencia o convergencia de 6rbitas cercanas en el espacio f&ico. Si existe al menos 
un exponente positivo, en un espacio de fases compacxo, el sistema se dice k t i c o .  Esto 
significa que sistemas cuyos estados iniciales son muy parecidos rgpidamente difieren en 
su comportamiento. A su vez, las secciones de Po incd  se construyen seleccionando un 
plano en el espacio de fasss y recogiendo 10s puntos donde una brbita particular cruza 
este plano en un dado sentido. Si consideramos s6lo 10s puntos correspondientes a la 
intersecci6n de la trayectoria con el plano, se obtiene una aplicaci6n (o mapa) del plano 
sobre si rnismo; es posible mostrar que el esquema resultante, en este espacio de fases 
reducido, represents un re£iejo fie1 de la complejidad del comportamiento del sistema 
Por otra parte, una de las ramas m6s actins de la fisica tebrica, en aiios recientes, 
ha sido la RG. Por la naruraleza de 10s objetos que se tratan en ella - interrelacibn entre 
el campo gravitatorio y campos de materia - puede abordarse desde la perspectiva de la 
TSD. Sin embargo, no es una teoria d inh ica  en el sentido usual, es bastante complicado 
hablar de grados de libertad evolucionando en el '-tiempo", ya que el "tiempo". al 
ser considerado una coordenada m&, no posee sipificado absoluto como ocurre en las 
teorias dinb-icas cl&icas donde se presupone la existencia de un "tiempo Newtoniano". 
Sin embargo, es posible establecer una divisi6n entre espacio y tiempo mediante una 
foliacibn con hipersupe6cies de ripo espacial (sipiendo el proceso de descomposici6n 
7 
ff, Desser y Misner 19621). D 
esta manera se puede seguir la evoluci6n de la mitrica ?- 10s campos acoplados a ella 
con una definici6n adecuada de tiempo, en la fonna estbdar. 
Un hecho interesante es que se puede mostrar que las ecuaciones de Einstein ad- 
miten una formulaci6n en t6rminos de condicionw inicicles, las cuales determinan e r  
forma univoca la evolucicin de la mCtrica (a menos de transformaciones de medida 
"gauge"). -4 su vez, las soluciones admiten un criterio de estabilidad de Cauchy 6 
que establece que las mismas dependen en forma continua de las condiciones iniciales 
[Misner, Thorne y Wheeler 1973; Wald 19841. 
I 
Si se compara la complejidad de las ecuaciones de Einstein con, por ejemplo, la 
ecuaci6n de Savier - Stokes, no es sorprendente que nuestra comprensi6n de campos 
gavitatorios fuertes sea muy poca. Sin embargo. ~ e s d e  l punto de vista obsen-acional I 
son escasos 10s ejemplos que necesitan las ecuaciones completas, no lineales, de Einsteir 
para ser explicados; en general es suficiente con !z 1-ersi6n linealizada de las mismas. 
Por ejemplo, entre las tres pruebas cla'sicus de la RG, s610 la precesi6n de las 6rbita.s dc 
10s planetas interiores contrasta aspectos no lineales de la teoria. 
Entonces. si nuestra intenci6n es poner de relieve aspectos no lineales de las ecua- I 
ciones de Einstein es natural probarlas en escenzrios que involucran fuertes campos 
gavitatorios. es decir, cerca de las sinplaridades de cun-atura. Debe obsen-arse sii 
embargo que. si no se imponen algunas restricciones sobre la mgtrica del espacio - 
tiempo (g,,(~)), las ecuaciones de Einstein son imposibles de tratar, aunque ha habido 
avances en Relatividad IiumCrica [Kurki-Suonio? Laguna y Matzner 19931. 
Dado que la posibilidad de comportamiento cabtico ha sido investigada s610 en unos 
pocos ejemplos (de juguete) de espacio - tiempos ~6 t r i cos .  hasta el presente no se sabe 
si es posible -producir7' caos en casos gen6ricos. Se debe tener en cuenta. asimismo, L 
problema inherente a la RG a1 tratar de impleme~l~ar indicadores est6ndar de caos, e r  
particular el Espectro de Esponentes de Lyapunov. debido a que son objetos fuertementc 
dependientes de medida. Se aprecia claramente qce esto es asi, ya que la definicibn de 
10s exponent= de Lyapunov involucra la noci6n de tiempo la cud,  como dijimos, nc 
posee sentido absoluto en RG. Por lo tanto. seria iateresante desarrollar indicadores de 
caos en forma invariante frente a difeomofismos del espacio - tiempo [ R q h  1994). En 
este contexto, las secciones de PoincarC son una herramienta especialmente valiosa a1 
investigax sistemas dinAmicos covariantes, como es el caso de la RG, en la medida que 
proveen informaci6n topol6gica (y por ende invariante de medida), sobre la diniimica. 
Entonces, como hemos dicho, la RG es una teoria no lineal que describe adecuada- 
mente la interaccibn gravitatoria y puede ser abordada desde la perspectiva de la TSD. 
Si bien en muchos problemas Astrofisicos es suficiente utilizar una aproximaci6n lineal 
de la misma, y en ocasiones incluso basta con la descripci6n Newtoniana, su aplicaci6n 
es ineludible cuando el campo asociado es muy intenso, tal como ocurre en el Universo 
Primitive. Por lo tanto, es 16gico esperar que presente particularidades propias de 10s 
sistemas dinhicos no lineales, tales como: comportamiento irregular o c&tico [ B e m y  
1978; He'non 19891 o difusi6n de Arnold [Arnold 1964; Holmes y Marsden 19821. Estas 
caracteristicas hacen sospechar fuertemente que las contribuciones no lineales podn'an 
conducir a efectos no triviales en modelos cosmol6gicos del Universo Temprano. 
1-2 Cosmologia como Sistema Dindmico 
La investigaci6n sobre caos aplicado a modelos cosmol6gicos comenz6 con el tra- 
bajo de la escuela Rusa [Belinskii, Khalatntkov y Lifshitz 1970; Landau y Lif.shitz 1975; 
Khalatnikov et al. 19851 y de Misner [Misner 1 9 6 9 ~ )  b,  1970; R y a n  1972; R y a n  y Shep- 
ley 19751 y colaboradores sobre caos en modelos de Bianchi IX sin materia. La versi6n 
m6.s sencilla del modelo (Universo "Mixmaster"), fuC estudiada en el rigimen de aproxi- 
maci6n a la singularidad cosmol6gica; comprobAndose la existencia de un mapa unidi- 
mensional asociado, el cual presentaba un exponente de Lyapunov positivo. Posteriores 
intentos de evaluar el espectro de exponentes en la d inh ica  completa condujeron a 
resultados contradictories [Francisco y Mats as 1988; Burd, Buric y Ellis 1990; Ho bill 
et al. 1991; Hobill 1991; Berger 1989, 1990, 19911. Una explicaci6n a esta aparente 
contradicci6n ha sido dada independientemente por diversos autores [Pullin 1991, Rugh 
19901, en timinos de la no covariancia en la definici6n de 10s coeficientes de Lyapunov. 
A su vez, Bogoyavlensky [Bogoyavlensky 19851, ha utilizado mitodos cualitativos de la 
TSD en aplicaciones astrofisicas y cosmol6gicas, analizando en particular 10s divers- 
modelos de Bianchi. 
Hasta la dPcada del 70 la mejor esplicaci6n disponible sobre el origen de nuestro 
Universo era la teoria esthndar de la gran explosi6n ("Big Bang") [Peebles 1971; W e i n -  
berg 1972; M h n e r ,  Thorne  y Wheeler  1973; Raychaudhuri 19791. Esta descripci6~ 
presentaba diversos inconvenientes, puesto que el modelo requeria \-arias hip6tesis mu? 
rigurosas e inex~licadas obre las condiciones iniciales del Universo, para que sus predic- 
ciones concordaran con las observaciones. A principio de 10s aiios 80 surgi6 una nueTa 
teoria, el Modelo Infiacionario. Se& bte ,  la esistencia de una era inflabonaria, en 
la cual el Unil-erso atraves6 un period0 de expansi6n exponencial durante las primeras 
etapas de su el-oluci6n, provee una explicaci6n a 10s problemas de isotropia, homogenei- 
dad, chatura, etc.. que se presentaban en el modelo anterior. El Universo considerado 
se supone is6tropo y homogkneo, descripto por el modelo de Friedmann - Robertson - 
Walker (FRW) [Fr iedmann 1922; Rober ' ion 1995, 1936 a: b; Walker 19361, y toda la 
materia contenida en 41 se represents por un campo escalar. Asi, es posible mostrar que 
en estos modelos. a partir de casi cualquier condici6n, el Universo evoluciona hasta el 
estado que, por hipbtesis, debe tomarse como inicial en el modelo estkndar. 
Hay divenas maneras en que puede producirse la infiacibn, por ejemplo: inflaci6a 
ca6tica (que no tiene que ver con la noci6n de caos que estarnos discutiendo aqui) 
[L inde  19831, R' (siendo R el escalar de Ricci) [Staro binsky 1984~1, nueva [Linde  19821 r 
extendida [ L a  y Sfe inhardt  19891. En 10s modelos inflacionarios la densidad de energia 
total se ve dorninada en a l g h  momento por la energia potencial de un campo escalzr 
cuAntico (el infiat6n). Esta energia potencial juega el rol de una constante cosmol6gica 
efecti1.a conduciendo a una etapa de crecimiento exponencial (inflaci6n) del universe. 
Si la inflaci6n es suficiente 10s problemas mencionados del modelo estiindar pueden ser 
resuelt 0s. 
De aqui que la dinimica de campos escalares en modelos cosmol6gicos haya recibido 
mucha atenci6n. en aiios recientes, como una forma de investigar estos escenarios in- 
flacionarios en el Universe Primitivo. El requerimiento principal para que el escenario 
sea exitoso es que las trayectorias idlacionarias concluyan en una espansi6n del factor 
de escala a ( t )  del Universo del tipo ley de potencias. atravesando una etapa intermedia 
oscilatoria, la cud a su vez recalienta el universo. Asirnismo, para asesrarse que la 
I 
inAaci6n no es un fen6meno peculiar, lo que sen'a contrario a1 propio paradiopa infla- 
cionario, se requiere que las trayectorias inflacionarias Sean atractores en gan parte del 
I 
1 espacio de fases. El sipificado de "pan parte" es a h  materia de debate y, probable- 
mente, s6l0 pueda ser respondido dentro del marco de la Cosmologia Cubtica (CC) 
[Padmanabhan 19891. 
Los primeros trabajos sobre cosmologia idlacionaria como sistema d i ~ c o  c rres- 
ponden a Belinsky et al. [Belinsky et al. 1985a, b: c],  quienes consideraron un universo 
is6tropo y homogbneo un campo escalar acoplado minimamente (< = 0) al escalar 
de Ricci, el potencial para este campo escalar consistia en un tbrrnino de masa y otro 
de autointeracci6n del tip0 Ad4. Estos trabajos fueron: posteriormente, generaliza- 
dos para acoplarniento no minimo. En efecto, -4mendola et al. [Amendola,  Litterdo y 
Occhinero 1990; Capozziello, Occhinero y Amendola 19931 realizaron una serie de tra- 
bajos sobre modelos idacionarios, en particular trataron el caso de campos escalares 
con acoplamiento no minim0 con la gavedad ( E  # 0). La idea central es estudiar las 
propiedades d ins icas  del sistema a trarCs de una visualizaci6n global del Espacio de 
Fases. puntos de equilibrio, trayectorias posibles 1- su estabilidad. y una identificacibn 
de 1% regiones relevantes para la evoluci6n del sistema (en particular las regiones infla- 
I cionarias). En el primero de dichos trabajos [Amendola, Litterio y Occhinero 19901, se 
I estudia el problema con mucha generalidad, utiliiando un tbrmino de autointeracci6n 
del tip0 Xd2n/2n y considerando diversos valores de 10s parknetros [ y n. Sin embargo, 
,el maisis se efect6a a tray& del Potencial Efectivo en el caso de curlatura espacial 
_ 
nula (k  = 0) y 10s universes abierto y cerrado (con k = -1 y k = +1 respectiva- 
mente) se analizan s6l0 en el limite asint6tico (es decir, a ( f )  grande): donde 10s efectos 
de la curvatura espacizl son despreciables. En todos 10s casos se encuentran regiones 
inflacionarias en el Espacio de Fases. 
Similares resultados fueron encontrados por Futamase >- Maeda [Futamase y Maeda 
19891. aunque sin utilizar el esquema del Espacio de Fases y dentro del context0 de in- 
flaci6n cabtica. Concretamente, en su modelo es posible que se desarrolle una etapa 
inflacionaria si E es negativo o suficientemente pequeiio ([ < Simultbeamente 
,. -. 
Futamass et al. [Fprtamase, Rothman y Mafzner 1989] extendieron este anzsis  con- 
siderando modelos de Bianchi anis6tropos con acoplamiento minimo y no minimo, y 
suponiendo que el campo escalar continuaba siendo homogkneo. En el primer caso la 
posibilidad de inflacibn se veia favorecida; en el segundo la inflaci6n no sen'a suficiente, 
para curar 10s problemas del modelo es tkdw,  si >_ 
Por otra parte, al estudiar las etapas miis primitivas de evoluci6n del Ijniverso 
se debe tener en cuenta que el mismo se encontraba a muy altas temperaturas y, en 
el tratamiento completo de estos problemas, 10s carnpos de materia deben tratarse 
cubticamente. En general el formalismo puede resultar poco consistente, al superponer 
efectos cubticos y relat.ivistas, si no se recurre a1 marco que 10s unifica naturalmente, la 
Teon'a Cuiintica de Campos en el Espacio Tiempo Curvo (TCCETC) [Birrel y Davies 
19823. - 4 4  para poder estudiar rigurosamente el Uni~erso Inflacionario se debe formular 
el modelo dentro de la aproximaci6n s e m i ~ l ~ c a .  En este context0 se debe considerar la 
necesidad de renormalizar las ecuaciones a fin de cancelar las cantidades divergentes que 
aparecen, como es usual en toda teoria de cunpos. Asimismo, hay que tener en cuenta 
la aparici6n de efectos disipativos, asociados a la creaci6n cosmol6gica de parriculas. 
Estas particularidades e s t b  relacionadas con la presencia de t6minos no lineales en las 
ecuaciones del modelo, por ejemplo: en la funcional de acci6n gravitatoria se incluyen 
tirminos cuadriiticos en la curl-atura para efectuar la renormalizaci6n; y sus efectos son 
relex-antes tanto en la etapa inicial [Calzetta 1991; Calzetta y Sakellariadou 19931. como 
final [Mazzitelli, Paz y El Hasi 1989; Kofman, Linde y Starobiwky 1994; Shtanov, 
Traschen y Brandenberger 19941 del period0 inflacionario. En particular, 10s efectos 
disipativos son cruciales para "consumir" la energia del campo del inflatbn, conduciendo 
al final de la etapa inflacionaria. 
1-3 Plan de Tesis 
Xuestra intenci6n es extender 10s trabajas mencionados previamente, estudiando la 
existencia de comportamiento irregular o ca6tico cerca de la singularidad cosmolbgica, 
y las posibles consecuencias que esto tendria en la evoluci6n subsecuente del Universo 
Primitivo. Se estudiarA, por lo tanto, la evidencia, tanto analitica como numkrica, 
de comportamiento ca6tico en modelos cosmol6gicos consistentes en un Universo de 
Friedmann - Robertson - Walker acoplado a un carnpo escalar real. Si bien estos modelos 
son demasiado simplificados para ser considerados realistas, es esto rnismo lo que 10s 
hace litiles para estudiar las posibles implicancias del caos en cosmologia, tanto a nivel 
clkico como semicl&ico y cubtico. 
En el capitulo I1 se estudia el modelo m k  sencillo, consistente en un Universo 
de FRW acoplado conformemente a un campo escalar, real y masivo. Luego de un 
sencillo estudio analitico, en busca de indicios de comportamiento irregular, se calcdan 
10s Exponentes de Lyapunov, tanto en la regi6n regular como en la c&tica. Debido a 
que la noci6n de exponente de Lyapunov no posee sentido absoluto en RG, habiendo 
despertado fuertes controversias a1 aplicarse en el estudio del modelo de Bianchi IX, 
buscamos una caracterizaci6n independiente del comportamiento dinAmico; para ello se 
construyen las Secciones de Poincare' en una regibn, elegida adecuadamente, del espacio 
de fases. Posteriormente se analiza la posibilidad de observar el caos durante la evoluci6n 
del Universo. 
En el capitulo I11 se extiende el modelo anterior, considerando un potencial m k  
general para 10s campos, incluyendo tirminos de constante cosmol6gica y autointe- 
racci6n del campo escalar. Como forma de construir un esquema general del espacio de 
fases se buscan e identifican 10s puntos de equilibrio (o fijos) del sistema, la mayon'a de 10s 
cuales se hallaban en el infinito en el modelo del capitulo precedente. Se estudia luego la 
estabilidad lineal de 10s mismos y su relaci6n con el comportamiento global del sistema. 
Debido a que el comportamiento dindmico es m& interesante en las regiones resonantes, 
se utilizard el mCtodo de 10s Diagramas Frecuencia - Frecuencia, para identificar las 
condiciones iniciales mAs pr6ximas a las regiones resonantes y, a partir de un entorno 
de aqukllas, se construyen las secciones de Poincark. 
Posteriormente, en el capitulo IV, consideraremos una situaci6n particular del ejem- 
plo anterior, donde es posible identificar una parte no perturbada de la dinimica total, 
que puede integrarse exactamente; quedando dividido el espacio de fases por una sepa- 
ratriz. Tieremos que, dentro de la separatriz tendremos Universes que recolapsan y fuera 
soluciones del tip0 DeSitter [DeSitter 191 7a, b]. Aplicando el mCtodo de la Integral de 
El capitulo 1- es una extensi6n cubtica de 10s modelos analizados previamente, y 
aplicaci6n de la TCCETC a un modelo cosmol6gico sencillo. Analizaremos el h a l  de la 
era inflacionaria, pen'odo denominado recalentamiento ("reheating") y mostraremos que 
las tdcnicas usuales de TCCETC pueden utilizarse en cosmologia p a r  resolver el modelo 
1 en forrna autocomist ent e. Asimismo, reremos que la existencia de resonancias, entre 
10s distintos grados de libertad del sistema, conduce a efectos diniknicos sumamente 
interesantes; tales como la creaci6n de particulas y la disipaci6n de la energia del campo 
responsable de la inAaci6n. 
Finalmente, en las conclusiones: se vlalizan 10s resultados obtenidos J- se discuten 
12s perspectivas futuras. 
En sintesis, estudiaremos exhausti~amente la influencia de 10s tkrminos no lineales 
sobre la replaridad de las soluciones de las ecuaciones de campo, que surgen en modelos 
cosmol6gicos clkicos, implementando diversas tbcnicas y mdtodos de aplicacibn usual 
en TSD. -4simism0, veremos c6mo efectuar la transici6n a modelos semiclbicos en 
forma consistente, y una primera indicaci6n de comportamiento irre,oular dentro de esta 
aproximaci6n. 
no integrables, la separatriz se rompe, dando lugar a una capa estocktica, trayectorias 
inicialmente confinadas escapan aproximbdose a la soluci6n inflacionaria. Incluyendo el 
primer mod0 no homogkneo del campo tendremos un sistema de tres grados de libertad 
!- la posibilidad de investigar el fen6ieno conocido corno Difwidn de Arnold, de esta 
manera veremos que ciertas 6rbitas. a h  cuando se originen por debajo de la separatriz 
pueden conducir a inflaci6n. 
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Buscarenos, anditica y numdricamente, e\-idencia de comportamiento cdtico en 
un modelo mmol6@~0 consistente eri un Unix-erso de Friedmann-Robertson-Tlialker 
(FRlV), 'espacialmente cerrado, confomemente acoplado a un campo escalar, real y ma- 
sivo. Este es el moddo cosmol6gico m6.s sencillo con acoplamiento no trivial entre la 
mCtrica y un campo. Jkremos que, via cn adecuado cambio de variables, es posible estu- 
diar exhaustiramente el problema numkrico, a1 remover las singularidades matemiiticas 
que zparecen usualroente asociadas a la singularidad cosmol6gica. Si bien es dema- 
siado simplificado pa-a ser considerado realists. es &to mismo lo que lo hace iitil para 
estudiar las psibles kplicancias de la diniimica no h e a l  en cosmologia, tanto a nivel 
clkico como ~micl&co y cubtico. -4simismo. su senciuez hace posible que pueda ser 
estudiado nnkr i cwen te  con tbcnicas estdndar permitikndonos mostrar, hasta donde 
sabemos, las primer= Secciones de Poincark que se obtuvieron en un modelo cosmo- 
lbgico. 
El ejempio que consideraremos satidace la noci6n de sistema casi integrable [Tabor 
1989;. es de&: un gzterna integrable que se x-uelve no integrable por efecto de una 
pert~tbaci6n. En es;os tipos de sistemas lo que suele ocumr es que la diniirnica no 
perturbada exhibe ur punto fijo inestable, asint6ticamente unido a si mi-smo por una 
6rbitz no trical (denominada -1azo ho~oclinico"); tipicamente esto corresponde a una 
sepasatriz, e r  el espacio de fases, entre distintos tip05 de movimiento posibles del sis- 
tema- Si el !mo es costruido por la perturbacibn en su entorno se forma una "capa 
e s t ~ c k t i c a ~ ~  jChirikor 1979; Reichl y Zheng 19871. 
Descompsniendo el Harnil~oniano de nuestro sistema en una parte integrable m k  
una perturbadbn, veremos que el modelo que estamos analizando corresponde a una 
situaclbn algo diferere, ya que no hay puntos homochicos en la dindmica no pertur- 
bada. Sin ellljargo. t~ cierto sentido. la perturbaciba crea y luego destruye 10s lazos 
homoclinicos, permitiendo la formaci6n de la capa estocbtica. La ruta al caos resulta de 
la superposici6n de diversas resonancias entre la perturbaci6n externa y el movimiento 
no perturbado. En el entorno de una regi6n resonante en el espacio de fases una de las 
resonancia dornina a1 resto; debido a e t a  resonancia dominante 10s toros KAh4 [Kol- 
nogorov 1957; Arnold 1963; Moser 19621 de esta regi6n son destruidos. En  articular 
el tor0 para el cual la resonancia es exacta desaparece, dejando tras de si un conjunto 
alternado de puntos estables e inestables [Arnold y Avez 19681. Los puntos inestables 
e s t h  conectados uno al otro a travks de 6rbitas doblemente asint6ticas o separatrices; 
el caos se produce cuando las separatrices se rompen, a su vez, debido al efecto de 
resonancias secundarias. De tal manerz. el comportamiento c&tico, bajo la forma de 
extrema sensibilidad a 1% condiciones iniciales, se despliega en un conjunto de medida 
no nula alrededor de la separatriz, la '.caps estoc&stica". 
Luego de un breve estudio analitico. presentaremos 10s resultados de la integraci6n 
numCrica de las ecuaciones de movirnienro completas, tanto en el rCgimen ca6tico como 
en el no ca6tico; estimaciones nurnkricss de 10s exponentes de LJ-apunov [Benettin et 
al. 1980; Wolf et al. 19851 en la capa estocistica; secciones de Poincark, mostrando 
las regiones regulares y estoc&ricas en el espacio de fases; como asi tarnbiin g r8co  de 
valores del campo en el colapso gravitatorio ("big crunch") contra 10s valores correspon- 
dientes en el "big bang". para una geonetn'a inicial fija, para mostrar la pkrdida de 
predictibilidad subsecuente a1 caos. 
11-1 El modelo 
Comenzaremos introduciendo el modelo J- mostrando como su Hamiltoniano se 
puede diridir en una parte no perturbada m L  una perturbaci6n. Como ya se discuti6, 
supondremos una geometria de FRW eqacialmente cerrada, esto es, un elemento de 
linea 
donde 0 5 cp 5 27i, 0 5 9 5 T ,  0 < x 5 7, y q corresponde a1 tiempo "conforme". Por 
simplicidad, consideraremos s610 modelos que comienzan en una singularidad cbsmica, 
es decir, nos restringiremos a r1 positive, con a(0)  = 0. Para analizar las propiedades 
d i n h c a s  del sistema supondremos que despub del "Big Crunch" (esto es, cuando a 
vuelve a 0), comienza un nuevo ciclo cosmol6gic0, ahora con a < 0. Por lo tanto, una 
6rbita peri6dica completa. en el espacio de fases. describe el nacimiento J- la muerte de 
dos Uni~ersos. 
La dingmica gravitatoria esti  descripta por la acci6n de Einstein - Hilbert, 
Donde la raiz cuadrada del determinante de la mdtrica es fi = a4 sin2 x sing, y el 
escalar de curvatura esth dado por: 
(utilizaremos siempre la convenci6n de 14TTV [Af isner:  T h o r n e  y Wheeler  1973)). un 
punto representa derivada con respecto a q y mp es la m a s  de Planck. Por simplicidad, 
supondremos que rnp = d m ;  donde v = 2 r 2  es el uohmen conforme de la secci6n 
espacial. 
La acci6n para un campo scalar ,  real, masivo, conformemente acoplado estg dada 
por: 
siendo m' la masa del c a p o .  Por consistencia con la simetria de la geometria de 
fondo consideraremos un campo homogCneo. Despuks de parametrizar el campo como 
= o/v('/*)a, efectuando las integrales espaciales y despreciando derix-adas totales, en 
(11.2) (11.4); obtenemos un sistema dinhico con s610 dos grados de libertad a y 6 y 
Hamiltoniano, 
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1 2 2 2  H = (-)[-i;i2 + a') + ( P 2  + d2) + rn a (p 1 , 2 
donde ir J- p son 10s momentos can6nicanente conjugados a a y (p respectivamente. (La 
dinimica cerca del origen de un Hamiltoniano similar a sido estudiada por Kummer 
[Kummer 19781, aunque dentro de un context0 puramente matemgtico). En este punto 
debemos recordar que, debido a que hemos abandonado la libertad de medida a1 escribir 
el elemento de linea como en la Ec.(II.l), hemos perdido una de las ecuaciones de 
Einstein: el vinculo Hamiltoniano [Misner: Tho rne y Wheeler 19731. Reintroduciremos 
este \inculo como una restricci6n sobre 10s valores permitidos en las condiciones iniciales 
Es f&cil 1-er que este vinculo es respetado por la evoluci6n diniimica del sistema. 
L a  ecuaciones de movimiento que se derivan del Hamiltoniano de la Ec.(II.5) son: 
Es de destacar que las mismas, como-asi tambiin el vinculo Hamiltoniano Ec.(II.6), 
no prwentan sin,daridades matemgticas a medida que nos aproximamos a la singulari- 
dad comol6gica a = 0 (esto se debe a la pararnetrizaci6n que se hizo del campo escalar 
y a haber elegido el acoplamiento conforme; es decir, el factor = 116 en la Ec.(II.4)). 
En efecto. las ecuaciones de movimiento pueden utilizarse para proyectar 1% coluciones 
m& alla de la singularidad. en lo que pod_ia ser considerado un Universo diferente. En 
nuestra discusi6n de caos se-piremos el comportamiento de las soluciones a travks de 
varios de estos ciclos c6smicos: sin embargo, m&s adelante, discutiremos brevemente las 
implicancias del caos para un observador confinado a un solo Unil-erso. 
Cuando m' = 0 este sistema de ecuaciones es obviarnente integrable, correspon- 
diendo a dos osciladores arm6nicos desacoplados ambos de frecuencia unidad. Para m2 
no nulo, esto ya no es obvio y se deben aplicar mitodos perturbativos [Calzetta y El 
Hasi 19931, o resolver la d i n b i c a  numdricamente, como haremos en breve. Notemos 
mientras tanto que, si bien la soluci6n para el carnpo q5 todavia corresponde a la de un 
oscilador, aunque de frecuencia variable. el comportarniento de a puede ser muy distinto 
dependiendo del valor de m20'. En efecto, existen 3 tipos de soluciones: movimiento 
oscilatorio, crecimiento lineal o divergencia exponencial del factor de escala. Obvia- 
mente, la divisi6n entre 10s distintos ripos de tral-ectorias no es absoluta, debido al 
acoplamiento de las ecuaciones. Asi, un fuerte crecimiento de a fuerza al campo 4 a 
oscilar m6.s r&pidamente, con lo cual aqu6l cae nuevamente en el rdgimen oscilatorio. 
Vemos, entonces, que o2 N l /m2 corresponde a la frontera de una zona de inestabilidad, 
siendo la propia dinzhnica del modelo la que hace que sea posible que el sistema pase de 
una regi6n a otra en forma to~almente impredecible. 
Es tentador considerar el Hamiltoniano no masivo como el no perturbado, con el 
tiltimo tCrmino en la Ec.(II.5) como la perturbacibn. Esto es cuesrionable, no obstante, 
sobre la base de que para Universes "macrosc6picos". se puede obrener mu? fkilmente 
m2a2 >> 1. Por ejemplo, para nuestro Lniverso actual a - lo6', y para una masa de 1 
eV, obtenemos rn - lo-" , asi ma - lo3?. En este rigimen, el liltimo tdrmino en (11.5) 
de ninguna manera es pequeno comparado con 10s otros. 
Procederemos de forma diferente. Observernos que, si la evoluci6n de a es lenta 
comparada con las oscilaciones del campo 4, entonces su principal efecto es producir un 
cambio adiabdtico en la frecuencia de Pste. Introduciremos por lo tanto la amplitud y 
fase "adiabbticas" j y 9: 
Donde w2 = 1 + m2a2 es la frecuencia instanrdnea del campo. Esta transformaci6n es 
canbnica, por ejemplo puede efectuarse a tra~ds de la funci6n generatriz: 
Pero, debido a la dependencia de a con u. nos vemos forzados a cambiar el momento 
geomCtrico de x a P ,  de acuerdo a: 
m2cj T = P +  sin 2 y  
2 (1+ rn2a2) 
hhora s u s t i t h o s  las nuelas variables e el Hamiltoniano y lo reescribimos como, 
donde el Harniltoniano no perturbado, 
es ob\-iamente integable ( H o  J- j  son constaztes de movimiento en involuci6n [Arnold 
1978]), y la perturbaci6n, 
m2aPj SH = m2aj sin 2 9  + [ 
2(1+ m2a') 4 1 + m2a2) 12(1 - ~ 0 ~ 4 ~ )  , 
sometida a1 potencial: 
I La d i n h i c a  de esta particula es obriamente ligada. Asimismo, es fiicil ver que, el 
punto a = 0 es un punto fijo; estable si m2 j  _< 1, e inestable en cualquier otro caw. Si 
rn2j 2 1 aparecen otros dos puntos fijos (minirnos locales respecto de a = 0): para a = 
a1 punto fijo central. Sin embargo, esta 6rbita no satisface el vinculo Hamiltoniano, 
I Ec.(II.6), pues sobre ella tenemos que Ho = -j, es decir, pertenecen a otra hoja de 
energia en el espacio de fases. Es posible mostrar, sin embargo, que su presencia afecta 
el comportamiento del sistema a1 considerar 10s tCrminos perturbativos (Calzetta y El 
Has; 1993). 
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permanece pequeiia tanto para Universos pequefios como para grandes. 
Observernos que el Harniltoniano no perturbado Ho corresponde a1 de una particula 
f J[(m2j)2 - 1] /m2  (ver Fig.1). En este seogpndo caso hay un lazo homoclinico asociado 
Figura 1. Cambio en el potencial eiectivo a1 variar la magnitud m2 j. a) UeI 
correspondiente a una situaci6n 'estable' ( m 2 j  = 0.8) .  b) L', para una situation 
'inestable' ( m 2  j = 1 .2) .  
Por otra parte, es posible ver que la d i n h i c a  no perturbada posee una torre intinit a 
de resonancias. Para ello, tomemos el valor medio temporal de la Ec.(II.13), 
(siendo K - ( P 2  + a2)/2)_ si aproximamos la dinimica de a por la de un osdlador 
armbnico, la aplicacibn directa del teorema del virial conduce a: 
Para ubicar las resonancias observemos primero que de 10s dos tkn inos  penurba- 
tivos en (11.14), el primero es el dominante para todo a salvo cerca de 10s puntos de 
retomo del Hamiltoniano Xo (cf. Ec.(II.13)), por !o tanto asumiremos que a orden m L  
bajo es suficiente considerar resonancias de la forma 2 R j  = -KRK. Recordando que el 
x-inculo Hamiltoniano esige 
se llega a la ecuacibn: 
Esta ecuaci6n tiene solucibn esacta para I< en tkrminos de -V o, lo cue es lo mismo, nos 
permite determinar 10s xalores de m 2 j  (cf. Ec.(II.19)) que correspitnden a resonancias 
del sistema no perturbado. Esto se muestra en la Fig.2; las dos pimeras resonancias 
(N = 1,2), no tienen sentido fisico, pero la siguiente (N = 3) con un valor de m2 j e .43 
est6 relativamente cerca del valor m2j = 1, que habiamos visto correspondia a1 lirnite 
de estabilidad del sistema. Sin embargo, a1 analizar las secciones de PoincarC, veremos 
que estas estimaciones son demasiado conservatix-as y 10s toros I i l M  son destruidos 
bastante antes de esta primera resonanciz. 
Figura 2. Valores d e  rn2j para resonancias aproximadas del sistema. 
Por otra parte, es interesante obsen-ar que, para valores grandes de rY. se verifica 
que m 2 j  - N; esto indica que las resonancias deberian exrenderse a todo el espacio de 
fases y asi, en principio. no deben'an obser\zse regiones regulares mis  alli del d t imo 
toro conservado. 
11-3 Tratamiento numCrico del modelo 
Como dijimos, resolveremos ahora el problema numCricamente. para determinar si 
10s indicios de comportamiento "extraiio". discutidos en la secci6n precedente, pueden 
ser codrmados. En nuestro trabajo hemos utilizado las Tariables '%sicas" ( a ,  ir, o , p ) :  
cuyas ecuaciones de evoluci6n son las (11.7); la simplicidad de estas ecuaciones hace que 
esta elecci6n sea m& conveniente que otras alternativas m& sofisticadas. 
Someteremos, entonces, nuestro sistema a una serie de experimentos numdricos con 
intenci6n de develar sus propiedades diniimicas. Para empezar, debemos recordar que 
el problema de resolver un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODE), no 
se satisface simplemente a1 dar las ecuaciones. -41 atacar el problema num&carnente 
suele ser m h  crucial, al elegir el mCtodo de integracihn, considerar adecuadamente la 
naturaleza de las condiciones de contorno. Estas son relaciones algebraicas sobre 10s 
valor6 de las funciones. En general, se pueden satisfacer en puntos discretos especifi- 
cados. pero no se mantienen entre 10s puntos. es decir, las ecuaciones diferenciales no 
las presen-an automAticamente. Por otra p a t e ,  las condiciones de contorno se dividen 
en dos grandes tipos: i) problema de valores iniciales, ii) problerna de valores en dos 
p u n t s  del contorno. En este caso, estamos ante LEI problema del primer tipo. Adem&, 
dado que la RG es una teoria con vinculos, que aqui se reducen al \inculo Hzmiltonia- 
no, tenemos una relaci6n entre las variables que debe ser satisfecha para todo tiempo, 
inclu-w en el instante inicial. 
Para resolver el modelo utilizamos una rutina IMSL. llarnada DVERK. obtenida 
de una libreria Vax-Fortran y adaptada para ser irnplementada sobre una PC 486 IB51 
comparible o una l ~ o r k ~ t a t i o n  SPARC 10 del tipo SUN. El metodo de resoluci6n corres- 
ponde a un Runge I<utta-Verner [McCracEen y Dorn 1964; Press e t  al. 13921 de 5" 
orden. Utilizamos la rutina Runge Iiutta por practicidad. comprobando que la rnisma 
funciona adecuadamente en la medida que el recinto de integraci6n permanezcz acotado. 
No hernos impuesto el ~ incu lo  Hamiltoniano directamente. sin0 que lo hemos monitore- 
ado permanentemente como comprobaci6n de que la rutina de integraci6n trabajaba en 
forma adecuada, interrumpiendo la ejecuci6n del programa si el Harniltoniano excedia 
un umbra1 de 1. 10-'", que tom r dad usamos m = 1 en todas pal utilizarnos m = 0.8. arnos corn ytes, salvo .o cero a 10s al calcular 
efectos pr5cticos. Por simplici- 
las secciones de PoincarE donde 
Las Figuras 3 y 4 muestran la evolucibn de un "Universe tipico" (con condiciones 
iniciales dadas por: 4; = 0, ai = 0, pi = 2 5- 7ri = -2). La Fig.3 muestra la evoluci6n 
del factor de escala y la Fig.4 la del campo. 
Figura 3. Evoluci6n del factor de  escala para una cosmologia ca6tica (o; = Oyx; = 
-2).  Observese el fuerte increment0 de a luego de varias oscilaciones. 
La no linealidad es claramente visible, junto con un fuerte increment0 de la am- 
plitud asociada z! radio del Universo, hacia el ha1  del grtifico. ObsQvese el carnbio 
simultheo en la frecuencia de las oscilaciones del campo, forzando de esta forma que 
a permanezca acotado. Para condiciones iniciales dentro de la regi6n regular se verifica 
que el conportarrriento de ambas variables es similar a1 de dos osciladores arm6nicos 
desacoplados; mientras que, por el contrario, 10s efectos anarm6nicos se acentlian si se 
%-a a valores mris grandes de 10s campos. 
Figura 4. Evoluci6n del campo o correspondiente a las condiciones iniciales de 12 
FIg.3. Se %?recia claramente el carnbio de frecuencia a1 crecer a. 
En geaeral. ~ o d a s  las simulaciones en la regi6n irregular terrninaron a1 excederse 
el umbra1 impueso sobre la conservaci6n del Hamiltoniano. Esto es atribuible a una 
suerte de -cambo d inhico  de topologia", a1 crecer fuertemente alguna variable del 
sistema; se ve ckamente que el modelo que se derix-a de la Ec.(II.5), para valores 
suficientenente grades de o. se puede interpretar como un Universo abierto. con una 
constante de Newton efectiva (dependiente de qb), m& un campo escalar no masivo y 
no interactuante. Las consideraciones precedentes hacen suponer que la estabilidad de 
las soluciones se reciente, lo que sumado a errores numdricos lleva a que el vinculo no 
pueda ser satisfecho. 
A continuaci6n someteremos nuestro modelo a una sene de experimentos nurnPricos, 
rastreando sefiales de comportamiento - antes que complicado - ca6tico. Con este 
fin estudiaremos sus exponentes de Lyapunov. las secciones de Poincark y finalmente la 
relaci6n entre 10s valores del campo en dos cruces por cero, consecutivos, del radio del 
II.3.a - Espectro de Exponentes d e  Lyapunov 
Una caracteristica importante del componamiento cabtico es la gran sensibilidad 
del movimiento a las condiciones iniciales. Se verifica que trayectorias inicialrnente 
muy cercanas divergen exponencialmente, mientras que las traj-ecrorias regulares se 
separan s610 linealmente con el tiempo. (Notemos que. por supuesto, esta divergencia 
no se mantiene por siempre en la medida que el espacio de fases sea acotado). En 
ese sentido, 10s exponentes de Lyapunox- son estremadamente Gtiles para caracterizar 
el comportamiento de sistemas dinhicos en general. no estando restringido su uso 
a sistemas Hamiltonianos. Para ver como se implementa el m6todo supongamos un 
sistema aut6nomo gobernado por las ecuaciones diferenciales: 
Si linealizamos las ecuaciones alrededor de una 6rbita de referencia Z = (Zl, Z 2 . .  . . , Z,) 
obtenemos la aplicaci6n tangente. 
I a a  una mecuaa ae la cuvergencia ae aos srayecconas proxlmas, es aecir, ae la trayecco~la % y su recina, determinada por las condiciones iniciales, % ( O )  + Sx(0) .  La tasa media 
a = t-cc lim (:) ln (a) 
d ( 0 ) - 0  d(0)  ' 
I donde d(0)  = dxy=l Sxi(0) .  Se puede probar que existe un conjunto de n tales can- tidades a;? i = 1.. . . , n. Estos ai son 10s denominados Ezponentes Caracten'sticos de Lyapunov  (ECL) .  y pueden ser ordenados por tamaiio. esto es. 
al >a3 >...>G,. (11.25) 
Para mo\imiento regular estos exponentes son nulos. dado que d ( t )  s6l0 crece lineal- 
! El caculo efectivo de 10s exponentes de Lyapunov para flujos n-dimensionales es no trivial. Si la norma d ( t )  crece exponencialrnente esiste el riesgo de saturar la capacidad de la computadora. Benettin et al. [Benet t in .  Gaigcni y Strelcyn 19761 sugirieron un mCtodo para evitar este inconveniente. Se comienza con la norma d(0 )  normalizada a uno y se calcula la divergencia en a l g h  intermlo r ,  luego de lo cual se vuelve a 
I renormalizar a uno (ver Fig.5). 
F De esta forma se calcula la secuencia de cantidades: 
Figura 5. Caculo del mayor exponente de Lyapunov. Luego de cada period0 r la 
distancia respecto de la trayectoria testigo es reajustada (Tabor 19Et ) .  
donde 11 11 indica la norma Euclidea, y 
Para r no demasiado grande se puede probar que el limite pa-a 11- -+ 33 existe y es 
independiente de 7. En efecto, se puede mostrar que: 
lim ah, = al , 
N-oc 
donde a1 es el mas grande de 10s exponentes. El ciilculo del expectro completo de 
exponentes de Lyapunov requiere tkcnicas mis sofisticadas [Bezettin et  al. 19801. Lz 
idea es construir exponentes de Lyapunov "locales" tomando el promedio temporal del 
logaritmo de 10s autovalores del operador de evoluci6n linealizado. Mientras que estos 
exponentes de Ll-apunov "locales" muestran un marcado comportamiento transitorio 
en escalas de tiempo pequeiias, se aprosiman a 10s verdaderos exponentes de Lyapunov 
a medida que el tiempo tiende a idinito. Una aplicaci6n de este mdtodo, incluyendo el 
andisis de datos experimentales, fud implementada por Wolf et  al. [Wolf et al. 1965], 
quienes a s s m o  presentan un c6digo numCrico para evaluar todos 10s exponentes. En 
base a este c6digo hemos calculado 10s coeficientes de Lyapunov en nuestro problema (en 
el ApCndice -4 se incluye el programa utilizado como base para todas las simulaciones, 
en Cste J- 10s capitulos siguientes). 
Debemos tener presente que en un sistema Hamiltoniano la suma de 10s exponentes 
de Lyapunov es cero, como consecuencia del teorema de Liouville; si el sistema, ademis, 
es consenativo, entonces dos de 10s exponentes de Lyapunov son nulos, reflejando la 
invariancia de la supedicie de energia y la homogeneidad del tiempo. ,4si, en un sistema 
conservative con dos grados de libertad. como el nuestro, s6l0 el mayor exponente de 
Lyapunov aporta informaci6n significativa. 
La Fig.6 muestra 10s grgficos del mayor exponente de Lyapunov para distintas 
"cosmolo$as". En todos 10s casos las condiciones iniciales utilizadas correspondian 
a valores de 4; = 0 y a; = 0, variando T; J- determinando p; a partir del x-inculo 
Hamiltoniano. Como era de esperar, 10s rasgos generales son bastante sirnilares para 
todos 10s exponentes. Se puede ver una etapa transitoria en el comienzo que, p u a  
mejorar la visualizacibn de 10s grgficos ha sido recortada en algunas de las fi,.;uras. 
MAS all6 del rdgimen transitorio cada exponente. correspondiente a regiones irre,dares, 
tiende clzamente a un valor positivo despuds de ~a r i o s  periodos de evoluci6n del sistema. 
Las oscilzciones residuales alrededor de este valor se pueden atribuir a que el mdtodo 
calcula s6l0 una aproximacicin local del valor 1-erdadero. ,4si, el coeficiente local fluctlia 
en el tiempo a medida que la trayectoria pasa por distintas regiones del espacio de fases 
con d i v e ~ o  grado de estocasticidad, como asi tambikn debido a errores numdricos en 
la implementacibn del mdtodo. Dado que estos errores se acumulan, 10s resultados de 
h a -  
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Figura 6. Exponentes de Lyapunov para distintas regiones del espacio de fases. a) 
El mayor exponente de Lyapunov para una regi6n regular del espacio de fases ( m 2 j  = 
0.125). b)  Para una regi6n de caos 'dCbil' ( m 2 j  = 0.5) .  c) Correspondiente a una 
regi6n intermedia (m2 j = 2). d )  Para una regi6n de caos 'iuerte' ( m 2 j  = 4.5). 
corridas muy largas son poco confiables. El ligero increment0 hacia el final de 10s gr&ficos 
en la distintas figuras es muy probablemente debido a este efecto y puede descartarse. 
La Fig.6a (correspondiente a .rri = 0.5 o m2 j = 0.125 en la terminologia de la secci6n 
anterior) corresponde a una regi6n regular. Obskrvese coma el valor del exponente 
tiende lentamente a cero. La Fig.6b (xi = 1 o m2j  = 0.5) corresponde a una situaci6n 
de "caos dkbil". El valor del exponente parece estar ligeramente por encima de o = 0.1; 
el crecimiento del rnismo hacia el final de la corrida, se debe probablemente a que el 
sistema estaba cercano a desestabilizarse - comprobamos que el Hamiltoniano estaba 
aproximhdose a1 valor de 10-lo que teniamos como cota. Notemos que este valor tan 
bajo de a es consistente con el valor, aproximado, de la primera resonancia (m2 j 0.43) 
que obtuvimos en la seccibn anterior. En la Fig.6~ ( r i  = 2 o m2 j = 2 )  tenemos una 
situaci6n intermedia. El exponente es aproximadamente 0.4. La simulacibn termin6 a1 
superar el vinculo Hamiltoniano el margen impuesto. En la Fig.6d ( x ,  = 3 o m2 j = 4.5)  
puede observarse que estamos en una regi6n de "caos fuerte" con un exponente muy 
alto (a 2 1) y donde el sistema se desestabiliza r6pidamente. 
Finalmente, en la Fig.7 se pueden comparar 10s cuatro exponentes. Nbtese el 
marcado increment0 de 10s mismos a1 internarnos en regiones cada vez m& ca6ticas. 
Asimismo, se puede observar la fuerte variaci6n en la escala de tiempos en la cual el 
sistema se vuelve impredecible. 
Figura 7 .  Comparaci6n entre 10s diversos ECL mostrados en la Fig.6. ObsPrvese 
no s610 el cambio en el valor absoluto de 10s mismos, sino tambien la variaci6n en las 
escalas temporales de estabilidad. 
1 . 3 . b  - Secctones de Poincare' 
X pesar de su utilidad como indicador de caos, 10s exponentes de Lyapunov son 
objetables en el estudio de probiemas relativist as ya que, generalmente, dependen de 
la elecci6n de medida [Bard y Tcvakol 19931. Dicho en otras palabras, su definici6n es 
claramente dependiente del tiempo, per0 el tiempo en RG es s6l0 una cordenada m k .  
la cual puede redefinirse a voluntad; de tal manera, es posible efectuar un cambio en la 
escala temporal tal que la ley de i-ariacibn de a no sea exponencial. Es pues importante 
buscar otra forma de corroborar 10s resultados precedentes. 
Se puede obtener infonnaci6zt m6.s confiable del andisis de las secciones de Poincark. 
Es sabido que para un  sisiema Karniltoniano conservarivo, de dos grados de libertad, la 
supeficie de energia es tridimensional: pero seguir la evoluci6n del sistema, aiin sobre 
esta 3-superficie de energia, es dificil; m&uime cuando s610 se tiene una 2-superficie de 
papel para dibujar! Con el fin de obtener una visualizaci6n adecuada del movimiento. 
en el espacio de fases, se ha desarollado m a  tkcnica basada en la utilizaci6n de las 
Secciones de Poincare' o Superficies de Seccidn [Poincare' 1892, Birbhoff 1921. 
Una secci6n de Poincark es un conjunto de puntos en 10s cuales una dada 6rbita 
del sistema intersecta, en una dada direcci6n: un plano dado en el espacio de fases. 
Usualmente el plano se elige fijvldo m a  de las variables, en el espacio de fases, J- 
calculando su momento can6nico conjugado a partir del Hamiltoniano consen~ado; el 
sistema resultante queda asi reducido a uno de dos variables que puede grdcarse con 
facilidad. Si denotamos las condicione iniciales de una dada 6rbita sobre la secci6n 
- por -Yo. las intersecciones sucesiias X I .  S2, . . . , X, corresponden a una "aplicaci6n 
o "mapa" del movimiento sobre el plano: 10s tiempos entre intersecciones sucesivas no 
necesariarnente son iguales. Si se elige una condici6n inicial correspondiente a una 6rbita 
que evoluciona sobre un roro, la secueqcia de puntos X0,Xl:X2..  . . esta,ri ubicada 
sobre una cun-a: correspondiente a la interseccibn del toro con la secci6n. Si se elige un 
toro donde el cociente de las frecuencias asociadas a cada grado de libertad, wl/w2, es 
irrational: se sabe que la orbita cubrir6 el toro ergbdicamente. Esto se manifiesta en que 
10s puntos X; de las sucesi-.-as intersecciones se ir6n acomodando sobre una cunra suave. 
Si, por el contrario. el cociente es racibna~ la 6rbita es cerrada y habr6 un n\imero finito 
de intersecciones Xi ( i  = 0, . . . , n), tal que X0 = X n  , donde n estzi determinado por la 
r z 6 n  wl /wz . 
I Todo sistema integrable, de dos zrados de libertad, puede expresarse en tkrminos de variables de hgulo  - accibn, de tal manera que el movimiento resultante en el espacio de fases ocurra sobre un toro. La pregunta que surge, casi naturalmente, es: ique ocurririi con este flujo (es decir, con el conjunto de traj-ectorias posibles), si se somete este sistema 
. a una perturbaci6n externa?. La respuesta, parcial, a este interrogate la da el teorema 
ddbilmente perturbado 
(con una perturbaci6n no integrable), la mayoria de 10s toros se preservan. Lo anterior 
. 
sugiere (aunque no prueba), que 103 otros toros, correspondientes a resonancias. son 
destruidos. De esta manera, si el movimiento es regular la secci6n de Poinwd se 
ajustarii en una curva suave, mientrs  que esro no ocurriri si el movirniento es irregular 
o csdtico: en este caso 10s puntos de 1as sucesivas iteraciones parecerih %altar a1 azar" 
I 
I sobre la secci6n de Poincard. Destaquemos que el andisis de las secciones de Pokcard 
provee una caracterizacibn topol6gica, y por lo tanto independiente de medidz. del 
comportamiento din6mico. 
. 
En las Figuras 8-10, se eshiben las secciones de Poincard de las trayectorias de 
nuestro modelo. Ellas muestran las intersecciones de las trayectorias con el plano G = 0, 
I con p > 0. Las 6rbitas mostradas en estas fieauras corresponden a las condiciones iniciales a .  1 - 6;  = 0. con p tomando distintos valores entre 0.225 y 1.975 (el valor de ;; se 
I determina a travks del vinculo Harniltoniano). 
Todas estas 6rbitas corresponden a1 mismo valor m = 0.8 de la masa del campo 
jr s610 se ha representado el cuadrante superior derecho para que se aprecien mejor 10s 
rasgos caracten'sticos de cada figura. La Fig3 exhibe la re@n 0 5 a 5 20: 0 5 ii < 15; 
n6tese la fuerie dispersi6n de puntos correspondientes a las 6rbitas exteriores. La Fig.9 
es una ampliaci6n de la mancha de la esquina inferior izquierda de la Fig.8. A& se 
muestra la regi6n correspondiente a 0 _< a < 1.8, 0 5 x _< 1.5. Como era de esperzr, las 
trayectorias correspondientes a p bzjo, generan las secciones de Poincarb que ajustan 
fzicilmente en las curvas suaves. En efecto. aunque algunas resonancias cercanes son 
visibles en el estremo inferior izquierdo de la Fig.9. Pstas est6n siempre atrapadas entre 
dos toros no resonantes. 
Figura 8. Secci6n de Poincare para diierentes condiciones iniciales (a;  = 4; = 0, con 
pi tomando distintos \-dores entre 0.225 y 1.975). 
a 
Figure 9. .impliaci6r. de la esquina inferior izquierda de la Fig.8. 
Sin embargo, a medidz que el valor inicial de p se acerca a la unidad 10s toros 
resonantes comienzan a sole?arse J- se pierde la regularidad de las secciones de Poincark. 
La Fig.10 es una ampliaci6n de la regi6n resonante m h  externa, confinada por el Gltimo 
toro E;,4h.i, de la Fig.9. Se ve claramente como 10s toros resonantes son sustituidm 
por islas de estabilidad (aparecen 5 de ellas en el mapa cornpleto), en una impactante 
evidmcia de comportamiento ca6tico. El valor correspondiente de m 2 j  es - 0.1453. 
lige- ramente por arriba de la trayectoria regular correspondiente a1 Lyapunov de la 
Fig.62. pero bastante m h  bajo que nuestra estimaci6n de la secci6n 11.2. 
Figura 10. Isla de estabilidad que sustituye a uno de 10s tor= rotos, correspondiente 
a m 2 j  -- 0.1458. 
I7.3.c - Predic t ib i lddad d e l  C a o s  
En el andisis numkrico anterior hemos permirido que el radio del Universo cruzara 
varias veces por cero. Sin embargo, en el mmdo "real" nuestras observaciones no 
puedex proyectarse m k  all& de la singularidad cbsnlica. De aqui que sea interesante 
deterriinar si la p6rdida de predictibilidad en el comportamiento de las 6rbitas futurzs 
es lo suficientemente fuerte como para conducir a resultzdos observables en un solo 
Univeso. 
Para ello, hemos analizado quP sucede con Universes que parten de la misma 
condici6n geomdtrica (esto es, 10s rnismos a y T ) ,  per0 diferentes valores de 6 (quedando 
p det.eminado por el vinculo Hamiltoniano). Comenzamos nuestra simulaci6n numCrica 
en el Big Bang. finalizando 10s c&lculos cuando a se vuelve negativo por primera vez 
(esto es, en el Big Crunch). Kotemos que hemos elegido estos limites por conveniencia, 
pero el mismo a d i s i s  podria haberse hecho entre dos valores fijos cualesquiera de a. 
Repitiendo este proceso \-arias veces se obtiene un g r 8 c o  de 10s valores finales del 
campo of contra 10s l-alores iniciales del mismo oi. Para un comportamiento regular 
este g r s c o  permitiria predecir 4f dado 4i con cierta precisi6n. En efecto? para pi bajo 
la relaci6n entre 10s valores inicial y h a 1  del campo es casi lineal. 
La Fig.11 muestra el resultado de un experiment0 numdrico como el descripto 
correspondiente a diversas condiciones iniciales del sistema. 
Figura 11. Campo en el big crunch versus el campo en el big bang. L a  condiciones 
iniciales son: a = 0, 1; = -5, con o; variando entre 0 y 3.55. 
Todm las simulaciones comenzaron en a = 0 y K = -5, mientras d i  se vari6 de 0 a 
3.55. El resultado de las sinulaciones muestra cuan diffcil es predecir el valor final del 
campo a partir del inicial en el r6gimen ca6tico. El coeficiente de correlaci6n entre bf y 
4i, calculzdo para 10s datos correspondientes a la Fig.11, da 0.01. Este valor tan bajo 
indica que of y di podrian considerarse variables es toc~ t icas  independientes. 
En conclusi6n: nuestro simulaci6n numkrica del modelo confirma fuertemente la 
sospecha de comportamienro ca6tico en este sistema. AdemAs, el caos impone severas 
limitaciooes a nuestra capacidad de predeciz el comportarniento futuro del Universe. 
a h  antes de que la singularidad c6srnica se alcance por primera vez. 
En el capitulo precedente hemos mostrado c6mo la presencia de tkrrninos no line- 
ales en el Hamiltoziano conducen a un comportamiento irregular, o cabtico, del sistema. 
Como dijimos, aqukl era el modelo cosmol6gico mis sencillo posible con sblo dos grados 
de libertad. Generalizaremos ahora el modelo anterior dando condiciones m& amplias 
sobre la geometria de fondo, que podrd ser abierta, con secciones espaciales planas o 
curvas. Para el czrnpo escalar incluiremos, en el potencial. un tkrmino de autointerac- 
ci6n del tipo Ad"- consideraremos que la masa m' puede tomar 10s 1-alores m2 = f p2 
[Blanco et. a1 19941. Con el potencial definido de esta manera sena posible, en estudios 
ulteriores. analizar transiciones de fase debido a rotura espontbea de sirnetria en las 
etapas primitivas de el-oluci6n del Universo. Incluiremos asimismo, una constante cos- 
mol6gica que j uepe  el rol de una densidad de energia de 1-acio. Con estas suposiciones 
el modelo que se obtiene es consistente con el paradiopa idacionario [Kolb y Turner  
1990; Borner  1992:. 
Otras alternaiivas posibles, por ejemplo: incluir tirminos del tip0 R2 en la accibn 
como se hace al estudiar la anomalia de traza [Fichetti .  Hurtle y H u  19791; o considerar 
como fuente de lac ecuaciones de Einstein un fluido viscoso I Calzetta, El Hasi y Tauakol 
19941, presentan diversas dificultades ticnicas: tanto en el andisis perturbativo como 
numkrico. Sendas lineas de investigacibn se encuentran actualmente en desarrollo. 
Considerando un sistema miis general, que en el capirulo anterior, podremos no 
s61o verificar la robustez del comportamiento cabtico del rnismo, lo cual aparece como 
bastante lbgico habida cuenta que 10s tdrminos adicionales son no lineales, sino t.ambikn, 
utilizar otras herrmientas de aplicacibn usual en TSD. Xotemos que el modelo conside- 
rado aqui exhibe ua conjunto de puntos de equilibrio (o fijos). que no se hallan presentes 
en el ejemplo del czpitulo anterior. h i ,  buscaremos dichos puntos criticos, estudiaremos 
su estabilidad line2 y determinaremos el rango de x-ariaci6n admisible de 10s pargmetros 
111-1 El modelo generalizado 
Como se ha  dicho, asumiremos m a  geometria m&s general que en el capitulo prece- 
dente. estando d e h i d a  ahora por el elemento de linea: 
donde 
-4.l incluir una constante cosmol6gica A. la acci6n queda: 
siendo en este caso 
-y el escalar de curlatura se modifica s e e  el valor de 5: 
Por otra parte la nuel-a acci6n para el campo escalar es ahora: 
sf= -- I 1 d 4 ~  fi [ap@aP@ + 2 V ( Q )  + (116) R a?] , 
2 
con el potencial: 
1 1 - V ( P )  = ;;rn2a2 + - A  P' . 
- 4 
Supondremos de aqui en m& que el tkrmino de masa puede tener 10s dos sign= 
posibles m2 = f p2;  el coeficiente de autointeracci6n lo tomaremos siempre positivo 
(i > 0). Esta forma del potencial V ( @ )  permite, en principio, consider= procesos 
con rotura espontkea de simetria. Nuexamente por consistencia con la sirnetria de 12 
mktrica de fondo pediremos que el canlpo sea honogPneo. Parametrizando el campo 
como Qi = d / ( a f i )  y X = i / v ,  y efectuando operaciones similares a las del capitulo 
I anterior, obtenemos el n u s o  Hamiltonimo: 
1 2 2 ' 1 2  A, ,  -1 4 H = - [-(ri + ka2) + t p 2  t k d 2 )  + m a-o + -9 + ] , 3 
- 2 - 
donde A = 2.A0/3. 
Nuelamente impondremos el vinculo Hamiltoniano (H = 0), sobre las condiciones 
inicides. 
Notemos que en el caso particular que rn2 = 0 el sistema es integrable en t6rminos 
de funciones elipticas [Gradshteyn y Ryzhik 1980:. para masa no nula esta sfirmaci62 
ya no resulta obvia. 
111-2 Estabilidad Lineal del  Sis tema 
Para fijar ideas consideremos, por ejemplo, un sistema Hamiltoniano aut6nomo (es 
decir, independiente del tiempo), de un grado de libertad. La constancia del Hamiltonia- 
no mantiene el flujo en el espacio de fases restringido a curvas de nivel. Si el sistema es 
ligado estas curvas ser6n en general cerradas, a excepci6n de 10s puntos de ensi l ladura 
(es decir, puntos de equilibrio inestable), del Hamiltoniano. Existen dos situaciones que 
pueden darse en estos casos, la trayectoria en t = -m parte de un punto inestable y 
en t = +ca vuelve a1 mismo o, en su defecto, tiende a un punto inestable distinto. Las 
6rbitas correspondientes se denominan homocl in ica  y heterocl inica respectivamente. Es 
claro que, en general, estas 6rbitas encerrardn un punto eliptico (o de equilibrio estable), 
del sistema. Un ejemplo tipico es el del pkndulo simple, donde la separatriz  (que divide 
el espacio de fases en movimientos de rotaci6n y libracibn), esta formada por dos 6rbitas 
heteroclinicas. Si se afiade una perturbaci6n oscilatoria a1 Harniltoniano, su efecto sobre 
la d inh ica ,  lejos de la zona de equilibrio inestable, serd despreciable ya que el sistema 
sentirri, principalmente la fuerza del sistema no perturbado (es decir, la influencia del 
punto de equilibrio estable). Pero cerca de las regiones inestables el efecto dominante 
serd el de la perturbaci6n. hduy cerca de la separatriz el sistema pod& pasar de la 
regi6n ligada a la no ligada en forma arbitaria, ya que 10s pen'odos correspondientes a 
las zonas de rotaci6n y libraci6n son completamente diferentes (ver por ejemplo [ H o l m e s  
19901). 
Los argumentos precedentes se pueden aplicar tanto a sistemas con un nlimero 
arbitario de grados de libertad, como a secciones de Poincar;. En general, el movimiento 
resultante se considera cabtico, aunque restringido a una regi6n finita del espacio de 
fases (o de la seccibn), la capa estoccistica. Esta regi6n estarA limitada por curvas 
invariantes, 10s toros IiAM, pero su espesor aumenta si crece el valor del parAmetro de 
la perturbacibn. 
De la discusi6n anterior, vemos que para sistemas Hamiltonianos conservativos, 
es relativamente simple construir un esquema global del espacio de fases. Los p u n t o s  
de equilibrio (o fijos), de esta clase de sistemas dinri,micos juegan un rol importante 
y, teniendo un comportamiento caracteristico local, se pueden pensar como centros 
organizadores de la din6mica (Una clasificaci6n de 10s puntos fijos puede verse en, por 
ejemplo: [Tabor 19891). Generalmente estos puntos se dividen en: eltpticos o centros, tal 
que la evoluci6n del sistema en un entorno de ellos corresponde a una rotaci6n pura, e 
hiperbo'licos (tambiCn denozllinados puntos de ensilladura). Los centros est6n asociados 
a trayectorias regulares en el espacio de fases. un entorno de 10s mismos corresponde 
a regiones de estabilidad del sistema. Por el contrario, 10s puntos hiperb6licos sueleo 
estar relacionados con condiciones de inestabilidad del sistema ya que, en un entorno 
de estos, el flujo es entranre hacia el punto en algunas direcciones (variedad estable) y 
saliente en otras (xariedad inestable). 
Los puntos fijos del sistema Harniltoniano de la secci6n anterior, simbolizados por 
P - (a0, oO, rO,pO).  son aquellos para 10s cuales el flujo en el espacio de fases es esta- 
. cionario. Esto es, 
La soluci6n de estas ecuaciones da cuatro clases de punt,os de equilibrio para nuestro 
modelo: 
con 
1 
- - - 
- - -  - 
- - 
- -- - -  - - 
- Ir t m m w d m d  
- si esta irltima relaci6n no es vdida es posible encontrar soluciones q 
sino subconjuntos extensos en el espacio de fases. 
ue no son puntos, 
Notemos que si la constante I; es nula (Universes planos), todos 10s puntos criticos 
son equivalentes: PI G P2 E F3 E 'Pi G (0.0.0,O). hlientras que si X = -4 = 0 (cf. 
Capitulo 11), P4 = ( &Jw, & d m .  0 , 0 ). con lo cual pierde sentido ilico, 
en tanto P2 y P3 son puntos fijos situados en el infinito. 
Los puntos criticos deben tener coordenadas reales, ya que pertenecen a1 esspacio 
de fases del sistema. Esto impone las si,pientes restricciones sobre 10s pa rhe t ro s  k, -4, 
X j- m2: 
y para P4 E 3" tenemos el siguiente conjunto de condiciones: 
Para k = -1: 
Para k = +l 
Por otra parte. 10s puntos cnticos deben sztisfacer el vinculo Harniltoniano, H ( P )  = 
0. S610 PI y 734 satisfacen esta condicibn. -1demks H(P4) = 0 introduce una nueva 
relaciitn entre 10s tres parkmetros del modelo: 
Habiendo identificado 10s puntos criticos P, la estabilidad lineal se determina COIL- 
siderando la evoluci6n del sistema a partir de un pequeiio desplazamiento 6P alrededor 
de 10s mismos. Dado el sistema de ecuaciones completo: 
se linealiza el mismo en un entorno del punto P. es decir, se hace el desarrollo a primer 
orden en serie de Taylor del sistema (111.15): 
siendo X el vector de coordenadas X = (a, 4, z 7 p )  y h4 la matriz Jacobiana del sistema 
o matriz de estabilidad. Los autovalores ti de la matriz hl determinan la estabilidad 
del punto fijo en cuesti6n. La soluci6n general del sistema (111.16) es: 
donde 10s c; son coeficientes arbitrarios y Di  10s autovectores correspondientes. En- 
tonces, pa-= analizar la dingmica linealizada 6 precis0 resolver el problema de autova- 
lores en cada punio fijo P. Esto es, encontrar las raices de la ecuaci6n secular, 
I M  - (111 1 = 0 , (111.18) 
T 
siendo I la matriz identidad en R"' De tal manera 10s autovectores asociados son 
tangentes a las trayectorias en el espacio fkico de la dingmica completa. 
Vimos m& arriba que 10s linicos puntos cn'ticos que or,gmizan la d i n h i c a  en 
nuestro sistema son P1 y 'P4. Del correspondiente andisis de estabilidad lineal, s e g b  
el esbozo que acabamos de hacer, se concluj-e que para el caso k = -1, Pl es un punto 
de ensilladura o hiperb6lic0, mientras que P4 es un centro o punto elipzico. Si k = 1, 
PI es un centro y P.4 un p u t 0  de e~silladura. Mientras que para k = 0 el iinico punto 
critico P1 es un centro. 
Como se mencion6 anteriormen:e, las coexistencia de puntos elipticm e hiperbdicos 
es una primera evidencia de la posibilidad del desarrollo de comportamiento c&tico en 
el sistema. 
111-3 Curvas F'recuencia - F'recuencia 
El comportamiento cabtico en un sist.ema dinknico. cuazi-integrable, puede ser 
comprendido en tirminos de la r o t ~ a  de 10s toros invariantes riebido a :a presencia de 
perturbaciones. El teorema ICAM esplica el desarrollo de este proceso y muestra que 
el mismo es gradual. El esquema resultante en el espacio de fses ,  el asi llarnado caos 
dibil, presenta regiones de comporramiento regular alli donde 10s torm se conserven 
intactos e irregular en las regiones resonantes. Este fen6meno ocurre cuando el cociente 
entre las frecuencias asociadas a dos grados de libertad tiende z un nlimero racional. 
Dado que la dinAmica serii mi5 interesante en las cercanizs de las regiones reso- 
nants ,  vemos que el andisis de lac resonancias Hamiltonianas serd de surna utilidad 
para estudiar la pCrdida de estabilided de las rrayectorias. Para deterrninzr la estructura 
de las resonancias en este nodelo ic:roduciremos las denominadas Cur\= Frecuencia - 
Frecuencia [S to lov~s t z ky  Hernando 19901. 
Escribiremos el Harniltoniano como funci6n de un conjunto comple~o de variables 
de bplo-accibn, denotadzs por J 9 : 
donde Ho depende s610 de las acciones y el conjunto de pa rhe t ro s  denotados por 
E = {A, A) (notemos que mZ queda determinado por (111.14)); y H1 es el Harniltoniano 
perturbativo no lineal. 
Las frecuencias de 10s toros del sistema no perturbado son: 
dHo 
wi(J1, J z ~ L )  = con i = 1.3. 
Una resonancia p : q en un sistema d ink i co  bidimensional, como el que estamos 
considerando aqui, ocurre cuando p - wl - q . = 0. Asi. la condici6n de resonancia 
represents lineas rectas con pendientes racionales, que pasan por el origen del essacio 
frecuencia - frecuencia. Para un sistema integrable, como el caracterizado por Ho, es 
posible ubicar las resonancias del sistema a t r avb  de las intersecciones de dichas rectas 
con las curvas w? = g(wl, E ) ,  deducidas a partir de la Ec.(III.20) (eliminando las acciones 
J; ) ,  las cudes permanecen fijas durante la evolucibn del sistema. 
Cuando la perturbacibn es tenida en cuenta 10s puntos representatives de las in- 
tersecciones se verSn desplazados en el espacio de fases. Si la perturbaci6n es lo su- 
ficientemente dCbil 10s puntos, que deberian determinarse ahora por las curvas w2 = 
g(wl, E + 6&), permanecerb en un entorno de las resonancias origindes. 
Nuestro objetivo es analizar el comportamiento del sistema cerca de estas resonan- 
cias p : q. Para ello deberemos determinar la interseccibn de las mencionadas lineas de 
pendientes racionales con las curvas generadas por la iunci6n g. 
Utilizando la siguient e transformacibn canbnica, 
( aqui ( j :  I<) juegan el papel de ( JI . J2) ,  respectivarnente. cf. Ec.(III.20)). Entonces 
tenemos que Ho J- HI se pueden escribir como: 
1 1 .  HI  = -1<(p2 j - ;iK) cos 2a + -)(p2K - X j )  cos 2y+ 
2 3, 
1 
- p 2 ~ j { c o s 2 ( a  + p) + cos2(a - p)) , 
4 
donde se puede ver que, a primer orden, s610 ha>- resonancias de la clase 1 : 1. 
Aplicando las ecuaciones de Hamilton-Jacobi al Hamiltoniano no perturbado Ho, 
encontramos: 
En este caso. si bien el Hamiltoniano integrable Ho es relativamenre sencillo, de- 
terminar analiticamente LZ? = g(cl. E )  conduce a una funci6n multivaluada. Por otra, 
p a t e  es posible y. en principio se aplica a casos m& complicados, obtener estas curvas 
numCricamente. Teniendo en cuenta que las acciones K y j son positivas y deben satis- 
facer la condici6n Ho = 0, se puede determinar el o 10s intervalos de variaci6n de ambas, 
luego, a partir de la Ec.(III.24) se evalGan, algebraicamente, wl y w:! en tkrminos de 
K y j. De esta manera se obtiene una tabla de valores para 10s dos frecuencias y se 
&can una en funci6n de la otra. 
En la Fig.12 se muestran CFF para el Hamiltoniano integrable Ho, con 10s pariime- 
tros A y X tomando distintos valores. Como se ve por el cruce de las curxis en dos 
puntos, las frecuencias de resonancia parecen ser independientes de ambos parhetros.  
En el caso correspondiente a la resonancia -1 : 1, se tiene que las acciones son nulas 
( j  = K = 0)) asi. 10s valores obtenidos se pueden interpretar como las frecuencias de 
pequeiias oscilaciones del sistemz. 
Figura 12. CFF para distintas combinaciones de 10s parLmetros A y A. a) A = 0.5, 
= 10-C.0.05,0.15.0.25. b) .\ = 0.3, X = 10-6.0.05,0.15, 0.25. c) A = 0.7, 
X = G.05.0.15,0.75. d)  Superposicibn de 10s tres grificos anteriores. 
De la Fig.E se pueden obtener las frecuencias de resonancia del sistema integrable 
(111.22). Cuando e: sistema se perturba 10s valores correspondientes a estas frecuencias 
cambian pero, en :e medida que la perturbacibn no es muy grande. pemanecen en un 
entorno de 10s no serturbados. Ent onces, podemos elegir. con bast ante arbitrariedad. 
un par de valores [uI, uZJ prciximos a 10s de las resonancias del sistema integrable y 
a partir de istos calcular las acciones j y I< (0, eventualmente volver a las variables 
"fisicas" via la transformaci6n canbnica inversa), para usarlas como condiciones iniciales, 
en simulaciones numdricas, para observar el comportamiento del sistema perturbado 
(111.19). 
Encontramos que para la resonancia 1 : 1 nuestro algoritmo numdrico era incapaz 
de preservar el vinculo Hamiltoniano, para ninglin valor en un entorno del mismo, luego 
de unos pocos pasos de integacibn. Esto se debe a que para esas condiciones la regi6n 
correspondiente del espacio de fases es no acotada (cf. Cap. IV), y el mdtodo numdrico 
no es stable. En el caso de las -1 : 1 se ve que 10s ~alores resonantes de la d i n a c a  
no penurbada corresponden a -dl = ~2 = 1. Si eligimos dos d o r e s  pr6ximos a estos 
para estudiar la d inh ica  completa. podemos obtener 10s xalores correspondientes a 1% 
"variables fisicas" (4, a, p, T), via 1% ecuaciones (111.24) y (111.21). 
Figura 13. Secci6n de Poincari. obtenida mediante variacibn de parimetros, para 
.i = 0.25 y A = 0.01,0.05,0.10.0.15,0.20.0.25. 
Figura 14. Detalle de la esquina inferior derecha de la figura anterior. 
I *-w 
En la Fig.15 mostramos un detalle de las secciones de Poincar6 corresponilientes a 
valores fijos de 10s parametros A = 0.25 y X = 0.01 donde hemos variado muy lentamente 
las condiciones iniciales para a y x entre 0.88 y 0.91, respectivamente, consenrando 
c$ = 0. En esta figura se observan toros con diferente grado de rotura y \.arias islas de 
estabilidad alrededor de puntos elipticos. N6tese la aparicibn de trayectorias irreplares 
(caos) alrededor de puntos no lineales hiperb6licos. 
De 10s resultados precedentes se concluye que nuestro modelo cosmol6gico presenta 
una regi6n de caos ddbil, la cud se alcanza por rotura sucesi1-a de toros resonantes 
debido a la acci6n de resonancias -1 : 1. Esto es una indicaci6n de comportamiento 
din&co no trivial, en el Universo prirnitivo, a la vez que se verifica que el caos es 
robusto a1 considerar modelos con interacciones m& complejas. 
Figura 15. Secci6n de PoincarC con parimetros fijos ( A  = O . ? j  y X = 0.01), tomando 
diferentes condiciones iniciales. 
Hasta aqui hemos buscado evidencia de comportamiento ca6tico sin preocuparnos 
demasiado por la interpretacibn cosmol6gica. Ahora, trataremos de construir un modelo 
sencillo, pero consistente, para investigar la clase de fen6menos asociados con tCrminos 
no lineales en el Hamiltoniano y su pmible incidencia en la evoluci6n posterior del 
Universo Primitive. Asimismo, ampliaremos el espectro de herramientas de aplicaci6n 
usual en TSD, mediante la utilizacibn del mktodo de la integral de Melnikov como 
indicador, miis sofisticado, de caos homoclinico. Su primera aplicaci6n en problemas 
Cosmol6gicos se debe a Koiller et al. IKoiller, Neto y Soares 19851: posteriormente, se 
ha usado tanto en problemas relativistas [Bombelli y Calzetta 19921. como co~mol6gicos 
[Calzetia y El Hasi 1993; Calzetta 19941. 
El modelo que utilizaremos, puede ser considerado dentro del context0 del esce- 
nario de inflaci6n ca6tica de Linde [Linde 19831, donde la idaci6n estA potenciada 
por la energia de nc io  del campo del ida t6n  al rodar lentamente hacia el minimo del 
potential. Nos restringiremos estrictamente a1 periodo inflacionario. bastante antes de 
que comience el '.recalentamienton. Colno seria de esperar, una vez que la inflaci6n 
comienza. el Universo cae rhpidamente en una etapa de expansi6n tip0 DeSitter, de 
acuerdo con el principio de "calvicie c6smica" [Gibbons y Hawking 1977; Nakao et al. 
1991. 19931. No obstante. tarnbiCn encon;ramos que pueden tener lugar comportamien- 
tos enremadamente complejos en etapas previas a la inflaci6n. La fista de efectos no 
triviales que se encuentran incluj-en la rotura de toros Ii.4M [Kolmogorov 1957; Arnold 
1963: hfoser 19621. la formaci6n de cantoros [hleiss 19921 y la difusi6n de Arnold [Arnold 
1964: Chirikov 1979; Zaslavsky et al. 1991]. Dado que la complejidad del compor- 
tamiemo aumenta con el nlimero de grados de libertad del sistema dinhmico. sirnilares 
conclmiones valen para modelos m k  complicados, afin para cualquier modelo basado 
en una transici6n de fase de segundo orden y/o asumiendo un periodo de descenso lento 
[Lucchin y Matarese 1985; Mollerach et al. 1991). 
La d i n h i c a  de 10s modelos cosmol6gicos, considerando como campo de materia 
presente ~610 al i d a thn ,  ha sido estudiada por muchos autores [BeliruX.y 1985a, b, c]. E n  
estos estudios es costumbre considerar s6lo modelos is6tropos 3; homogdneos y efectuar 
una conveniente elecci6n de medida; la d i n h i c a  que resulta posee &lo dos grados de 
libertad, la amplitud del campo del inAat6n p y el "radio del Universe" de Friedmann 
- Robertson - MTaker (FRIV) a. El comportamiento de este sistema es relativamente 
simple, exhibiendo un atractor inflacionario en el espacio de fases. 
Debido a su sencillez 10s modelos anteriores no pueden, por si mismos, dar cuenta 
del final del periodo inflacionario. Si consideramos que a1 h a 1  de la era infiacionaria 
debe comenzar una etapa de FRW dominada por la radiacihn, debemos incluir en el 
modelo un campo de radiacibn (que por simplicidad supondremos escalar), de tal mod0 
que 10s cumtos del inflat6n decaigan escitando modos de radiacibn, "recalentando" 
el Universo y desacelerando la espansih. Durante la etapa inflacionaria este campo 
de radiaci6n deberia pernanecer en el estado de vacio? con su amplitud determinada 
por la evoluci6n en las etzpas previas cuiintica y semiclkica. Debido a que no tiene 
masa este campo presenta sirnetria conforme. es decir, estd protegido contra la creaci6n 
cosmol6gica de particulas: sin embargo la presencia del inflat6n podria romper esta 
simetn'a conforme y dotar de masa al campo (escalar) de radiacibn [Calzetta y El Hasi 
1994J. 
En este capitulo nos concentraremos en 10s efectos diniimicos de incluir un campo 
de radiacihn en un modelo inflacionario. Si bien, como dijimos, la -'radiaci6nV puede 
ser descripta como un cam?o escalar conforme, esta simetria conforme se rompe debido 
a1 valor de espectaci6n no nulo del inflar6n y la radiacihn adquiere masa a travCs de su 
acoplamiento con 41. 
Anteriormente se mostr6 c6mo el acoplamiento de un Universo de FRIV con un 
campo escalar masivo exhibe caos homoclinico [Calzetta y El Hasi 1993; Calzetta 1994; 
Bombelli: Castagnino y Lonbardo 19941. hlientras seria inapropiado describir a un Uni- 
verso inflacionario como cz6tico. ya que las trayectorias tipicas son no ligadas, resulta 
claro que la rotura de la simetria conforme debe conducir a un increment0 de la corn- 
plejidad del sistema. Concretamente, mientras que bajo la simetn'a conforme existe una 
clara distinci6n entre Universos que inflan y 10s que recolapsan, una vez que la simetria 
conforme se rompe aparece una capa estocktica de medida no nula en el espacio de 
fases, donde las 6rbitas pueden ser atrapadas par2 siempre o escapar y aproximarse a 
una soluci6n del tip0 DeSitter. Veremos que la raz6n por la c u d  el recolapso puede ser 
evitado tiene que ver con que la variable de acci6n asociada al campo de radiaci6n no se 
consen-a. Este efecto es similar al proceso de creaci6n de particulas que se encuentra en 
10s modelos semicliisicos (Parker 19691; ya que la lariable de acci6n es, esencialmente, el 
nljmero de particulas del campo de radiaci6n en se,aunda cuantificacibn, como se define 
en el modelo adiabdtico de particulas [Birrell y Dcvies 19821. 
En este capitulo consideraremos dos modelos Gferentes que eshiben la influencia de 
un c a p o  de radiaci6n escalar sobre la expansi6n del Universo en las etapas primitivas 
de la idaci6n. En el primer modelo el campo de rzdiaci6n serd considerado homogineo 
junto con la mitrica y el inflat6n. En el segundo nodelo el campo de radiaci6n estari 
constituido por un fondo homogkneo m6.s un mod0 inhomogkneo. Por supuesto, la pre- 
sencia real de tales modos estd determinada por la dindmica de la creaci6n de particulas. 
La mCzrica ser6 siempre considerada como en rm modelo de FRMT espacialmente cerrado, 
con "radio del Universo" a. Esta suposici6n no es consistente con las ecuaciones de 
Einstein pero puede ser justificada fisicamente: en tanto nuestro principal inter& sea 
estudiar la reacci6n de la dinimica del Universo cumdo se aumenta el niimero de grados 
de libertad. 
Describamos con un poco m6.s de precisibn el modelo a ser estudiado. Como el 
campo del infiat6n. dada la suposici6n de descenso lento, no juega rol d i n h i c o  en la 
ipoca de interks lo vamos a substituir por una constante cosmol6gica A. El campo de 
radiaci6n estari conformemente acoplado a a. pero tambiin tendri masz m. La masa 
m est5 relacionada con el acoplamiento entre el i d a t 6 n  y la radiaci6n :Calzetta y El 
Hasi 19941. Puede 
h = c = 8xG = l ) ,  
19921. 
verse que valores tan altos como m - 10-I (en 
son razonables dentro del context0 que estamos 
Como consideraremos modos inhomogkneos del campo escalar supondremos que 
no s610 es funci6n del tienlpo, sin0 tarnbikn de las coordenadas = @(q,?):  siendo su 
acci6n: 
Para resolver la d i n b i c a  defhda por la ec.(I\-.l), desarrollaremos el campo como 
una superposici6n de la forma [Birrel y Davies 19821: 
tal que las Yn(F) son autofunciones del operador Laplaciano definido sobre las hipersu- 
perficies espaciales: 
Con las convenciones para la mktrica ( b  = 1) y el campo escalar de 10s capitulos 
precedentes, y teniendo en cuenta la descomposici6n propuesta para el campo. se obtiene 
el sistema Harniltoniano descripto por: 
(IV .4) 
Este Harniltoniano corresponde a un sistema con infinitos grados de libertad ( a  y 10s 
0,). Para estudiar el problema en todo detalle habria que recurrir a tkcnicas de teon'a 
de turbulencia [Landau y Lifshitz 1959; Sagdeev, Usikov y Zaslavsby 19881. Como ~610 
estamos interesados en analizar efectos no triviales en cosmologia, per0 sin seguir en 
todo detalle la evoluci6n del modelo (para lo cual, por cierto, deberemos utilizar una 
mCtrica m5s general que la de FRIV), nos contentaremos con considerar s610 el mod0 
homogineo del campo, que llamaremos simplemente 01 .  y el primer mod0 inhomogCneo 
( 4 2 ) -  
IV-2 Andlisis del Modelo 
ConcentrCmonos primeramente en el estudio del modelo homogineo. Utilizando la 
transformaci6n canonica usual, 
el Harniltoniano H se puede escribir como: 
Si se deprecia la masa del campo de radiacibn, hay simetria conforme y el sistema 
es integrable. La mCtrica y el campo e s t b  desacoplados, except0 por el efecto de 
la mitrica sobre la densidad de energia del campo jl/a" jl - constante. Existen dos 
soluciones estAticas inestables, 10s Universos .de Einstein definidos por a = f (1/2fi), 
(con jl = 1/16?2). Estas soluciones son puntos fijos hiperb6licos en el espacio de fases 
y e s t b  unidos por dos 6rbitas heteroclinicas (la separatriz). definidas por: 
Dentro de la misma, el movimiento es cuasiperihdico y confinado a toros KA1I in- 
variantes. Las 6rbiias inflacionarias son no ligadas y se aprosiman, asintbticamente, a 
las variedades inesrzbles de las soluciones estgticas. -ki .  todos 10s Universos que inflan 
comparten el mismo comportarniento asintbtico, de acuerdo con el principio de "calvicie 
c6smica9'. 
En el modelo con simetria conforme hay. por lo tanto, una clara distinci6n entre 
condiciones inflacionarias y de recolapso. Res;ringikndonos a Universes que se ori$nan 
en un Big Bang (a = 0 en el origen de tiempos), estos inflan si jl > 1116-I. y recolapsan 
si jl < 1/16A. No hay 6rbitas que cozecten w a  regi6n con la otra, en la medida que la 
separatriz se erige como una barrera infranqueable entre ambas. 
Antes de considerar el efecto de la permrbaci6n producida por lz presencia de 
masa veamos, mis generalmente, que es lo que ocurre con 10s sistemas iniegrables en la 
1-ecindad de 10s puntos hiperb6licos. Si se tieze un sistema integrable de dos grados de 
libertad (ql,q2), hay dos constantes de moviriento. el Hamiltoniano H y algunz otra 
inteed 1 2 -  Para una dada trayectoriz se t ie~e:  
con C1 y C2 constantes. -41 definir una secci6n de Poincar; se introduce una tercera 
Tomemos q, y pl como coordenadas ex la sec66n de PoincarC J- seleccionemos, como es 
usual. un valor de Cl. Entonces es posible resolver el sistema de ecuacioxes anterior y 
obtener la relaci6n: 
~ s t o  aenne una familia uniparambtrica de curvas invariantes en la secci6n. 
Extendamos la secci6n a un espacio de tres dimensiones, considerando a C2 como 
tercera coordenada. Ahora la relaci6n (IV. 11) representa una supegcie tridimensional 
y las cun-as inranantes son superficies de nivel. Un punto fijo e1ip:ico est i  encerrado 
por curvas invariantes cerradas como se muestra en la Fig.16a. Por el contrario en el 
entorno de 10s puntos hiperb6licos la situaci6n es bastante m& compleja (ver Fig-l6b). 
Supongamos que. partiendo de un punto hiperbblico, nos movieramos siguiendo una de 
estas curxas invariantes para un valor de C2 dado. Como es una turn de nivel dariamos 
toda la x-uelta al centro (punto eliptico), retornando al punro de partida (Fig.16~). En 
forma m& general, podriamos hacer lo rnismo si existieran varios puntos hiperb6licos 
(correspondientes a ciclos de la secci6n de Poincard, ver Fig-l6d). 
Figura 16. Distintos tipos de puntos de equilibrio (Xenon 1533). 
De hecho, lo que estamos haciendo es alejarnos del punto fijo siguiendo una variedad 
inestable y retornando a B por la variedad est.able. En realidad las trayectorias no son 
continuas, )-a que la secci6n se forma con secuencias discretas de puntos. Lo que ocurre 
es que la trayectoria yace sobre la variedad invariante inestable y tambien sobre la 
estable, y la secuencia discreta de puntos se acerca a1 punto fijo tanto cuando el nfimero 
de iteraciones tiende a +cx. corno a -m. 
Podemos considerar ahora, que ocurre cuando el sistema se vuelve no integrable por 
efecto de una perturbacibn. La cantidad Cz j-a no se conserva. Por lo tanto, si salimos 
por la variedad inestable no necesariamente volveremos al punto fijo (o alcancemos 
el siguiente punto en un ciclo hi~erbblico); aunque si el sistema es s610 ligeramente 
perturbado. x-olveremos casi exactamente el punto de partida. 
Si se dibujan 1% varieeades estable e inestable, lVe y I T " ,  se observa que las mismas 
no se unen suavemente, corno antes. sin0 que se cruzan transversalrnente (Fig.17a). 
Figura 17. variedaces estable e inestable del punto homoclinico Po (Hdnon 1983). 
El punto de intersecci6n Po es un punto homoclinico, la existencia del mismo tiene 
fuertes consecuencias en it evolucibn subsiguiente el sistema. Las sucesi~as imbenes 
PI, P2, . . .. de Po. pertenmen a la variedad estable lIIe y tienden al punto fijo. Pero 
tambien penenecen a la vzziedad inestable 11-'. por lo tanto 11" debe pasar por dichos 
puntos (Fig.1'Tb). La direcci6n de cmce se preserx-a por la aplicaci6n sobre la secci6n de 
r Poincare, as( debe existir una segunda secuencia de puntos Qj, que alterna con 10s Pj. 
Debido a que la aplicaci6n preserva el Area. 10s lazos sucesivos que wi forma sobre un 
lado de TVe deben tener keas iguales. La base de estos lazos tiende a 0 a medida que 
j tiende a +m, por lo tanto su longitud debe crecer constantemente. 
De tal manera 10s lazos se vuelven m&c delgados y estirados (ver Fig.18). El es- 
tiramiento crece exponencialmente J- pronto 10s lazos son tan grandes como la fi,pra 
entera debiendo plegarse sobre si mismos, comienza entonces un proceso de estirado 
J- plegado que incluye intersecciones de las distintas cur\-as; estas intersecciones son a 
su vez puntos homoclinicos, asi que el proceso se repite a escalas cada vez m6s chi- 
cas formando un esquema de extrema complejidad. En la Fig.18 se ven 10s lazos de 
primer orden para las nriedades estables e inestables [Poincare' 1892; He'non 1983; 
Tabor 19891. 
Figura 18. Cruce de las variedades estable e inestable a1 perturbar el sistema (Hinon 
1983).  
IV.2.a - La Integral d e  Melnikov 
Parece, entonces, que el problema esencialmente radica en ver si esiste, a1 menos, 
un cruce entre las variedades estables e inesables. Para ello resulta de suma utilidad 
el criterio de la integral de Melnikov [Melnikov 19631. que permite calcular la distancia 
JI entre las \-xiedades estable e inestable cuando se rompe la separatriz (del sistema 
integrable) por efecto de la perturbacibn. Si bien el mitodo \-ale para condiciones 
bastante generales, nosotros utilizaremos la versibn m k  sencilla, que se aplica a sistemas 
~amiltonianos ometidos a perturbaciones peribdicas, tambign Hdl ton ianas ,  como es 
?I caso que estamos considerando. En ese cam. la integral de Mehkov resulta ser: 
(N. 12)
donde la integracibn se efectGa sobre la separatriz del Hamiltoniaoo no perturbado, qo 
corresponde a la fase inicial de la perturbacibn J- { , } es el corche~e de Poisson. 
Nosotros tenemos un Handt.oniano no perturbado, definido por (IV.6) con m = 0, 
smet ido a la perturbaci6n: 
Aplicando, entonces, el mgtodo de la integral de hielnikov, el resultado que se 
obtiene (para un resumen del cilculo ver -4pi.ndice B) 
m2 &ii 
~ V I )  = g s h y 1  . 
sinh fir 
riene ceros aislados, es decir, la integral de hlelnikov M ( q l )  se anrrla pericklicamente, 
-Ssno inequivoco de caos homoclinico. 
Por lo tanto, vemos que el acoplamiento entre H y 6H induce resonancias internas 
eatre a y ol (o 91) y como consequencia ambos. la separatriz y 10s toros I<AlI resonantes 
subyacentes, son destruidos. En su lugar aparece una nuex-a clase de estructura en el 
espacio de fases, la capa estocktica [Calzet ta  y El Hasi  19991. La estructura de la capa se 
?uede analizar muy bien por medio de las secciones de PoincarC [He'xon 19891. Adem&, 
se encuentra que junto con 10s puntos fijos 3- toros invariantes ha!- una nuela clase de 
crbita inxariante, 10s -'cantoros" [Meiss 19921. Los cantoros poseen zberturas las cuales 
-m 
permiten la comunicaci6n entre diferentes partes de la capa estocktica y el exterior. 
La separaci6n entre condiciones iniciales de recolapso y de inflaci6n es entonces menos 
clara: 6rbitas que comienzan por debajo de la separatriz original pueden atravesar las 
aberturas y convertirse en idlacionarias a travCs de un proceso de difusi6n Hamiltoniana 
[Arnold 1964; Chinkov 1979; Zaslavsky e t  al. 19911. Por lo tanto, que un Universo sea 
inflacionario o no puede depender de efectos d ink icos  no triviales como la rotura de 
10s toros II;AM. 
En la medida que consideremos a1 campo c$l como homogkneo, habri  siempre un 
valor cn'tico del momento ;r tal que, las 6rbitas que salen de la singularidad por debajo 
de este umbra1 siempre recolapsan. Eso se debe al hecho que, una vez impuesto el 
vinculo Hamiltoniano, el espacio de fases disponible es tridimensional y asi, es separable 
por toros IL4M bidimensionales. Por lo tanto, cualquier toro no roto atrapa el volurnen 
en el espacio de fazes contenido en su interior. haciendo el recolapso inevitable. Es claro, 
adem&, que este xdor cn';ico seri  cercano al valor de la separatriz -ii -- I/& en a = 0, 
a1 menos para valores de la masa pequeiios. En forma similar. aunque la conservacibn 
del volurnen en el espacio de fases implica que algunas 6rbitas que parten del exterior 
de la separatriz deben entrar en la capa estoczistica y ser atrapadas, es razonable pensar 
que el valor de la masa no afectar6 en gran medida el comportamiento de las brbitas 
por encima de la  separatriz. De estas consideraciones se concluye que la clase de efectos 
discutidos miis arriba e s t b  asociados a condiciones iniciales bastante escepcionales. 
Sin embargo. la localizaci6n de la capa estocktica en el espacio de fases se debe 
a que hemos considerado un modelo con s610 dos grados de libertad. Tal localizacibn 
no ocurre en modelos de dimensibn m k  d ta ,  como aquellos donde se consideran in- 
homogeneidades del campo y/o la geometria. El sepndo  modelo a considerar en este 
capitulo. donde se agega un solo mod0 inhomogkneo a1 campo homogeneo c$l de fondo, 
constituye un primer paso en el estudio de esos modelos miis complejos. 
La d i n h i c a  de 10s sistemas no-integrables, con m k  grados de libertad, es cuaii- 
tativamente distinta de 12 de aquellos cox s6l0 dos grados de libertad. En nuestro 
caso tenemos un espacio de fases de seis dimensiones (a, 02. ii, pl , p2 ). donde (c$2, p 2 )  
representan la amplitud del mod0 inhomogkneo y de su momento canbnicamente con- 
jugado. -AGn habiendo forzado el vinculo Hamiltoniano, el espacio de fases disponible 
es de dimension cinco y no puede ser dilidido por toros tridimensionales. Asi, 10s toros 
no rotos no impiden la difusi6n y, en principio, una trayectoria que comienza en a = 0 
con un valor arbitrario de n- puede atral-esar la separatriz e inflar. 
Este efecto podria considerarse un andogo del concept0 de "creaci6n a partir de la 
nada", que se ha propuesto en Gravedad Cuht ica  [Vilenkin 19831. 1;emos que see& 
nuesrro modelo es innecesario suponer una densidad inicial de energia de radiaci6n muy 
alta. para explicar c6mo el Universo pudo evitar el recolapso. antes que ocurriera la 
inflaci6n. En ese sentido, es similar a an%sis previos, en cosmologia semiclbica, donde 
la creaci6n de particulas fue invocada para cumplir una tarea semejante [Calzetta 19911. 
Por otra parte, muestra tambikn que la d inh i ca  no-trivial discutida aqui se estiende 
a todo el espacio de fases. 
Xuestro objetivo es mostrar 10s efectos d inhicos  no-triviales descriptos m& arriba 
en simulaciones nurn6ricas de ambos modelos. Debido a que la difusi6n Hamiltoniana 
es un proceso extremadamente lento, seria surnamente dificil seguir nurnkricamente una 
dada trayectoria que parte desde un entorno del origen hasta con\-ertirse en infiacionaria. 
En su lugar construiremos la secciones de Poincark [He'non 19831, para ambos modelos 
(en el segundo modelo la secci6n de Poincari ser6 4-dimensional. asi que s610 presentare- 
mos proyecciones de la misma): estudiaremos 10s exponentes de Lyapunov locales a lo 
largo de 6rbitas selecionadas [ Wolf et al. 19851 J- para el modelo inhomogt4neo construi- 
remos un mapa en el espacio de condiciones iniciales, con el objeto de comprobar la 
posible existencia de la Red de Arnold . 
IV-3 E l  Caso Homogdneo. Est ructuras  en  el Espacio de Fases 
Construiremos las Secciones de PoincarP a partir de las intersecciones del Aujo 
. 
dinknico con el plano 01 = 0. De esta manera analizaremos la diniimica en el plano a - 7 .  
Si la simetria conforme no estuviera rota. por la presencia de la masa, el problema seria 
integrable :- existiria una separatriz dil-idiendo el espacio de fases en dos regiones. La 
primera, alrededor del origen donde el movirniento es ligado, estaria cubierta con toros 
invariantes. La segunda, corresponderia a trayectorias no ligadas que, desde cualquier 
--l, 
lugar que se inicien se aproximm'an asintbticamente a una soluci6n del tip0 desitter. 
En ambas regiones el movimiento sen'a regular. 
Debido a1 tdmino de masa la separatriz es substituida por u a  capa estoczhtica. 
En esta capa 10s toros, correspondientes a la regi6n interior, sox reemplazados por 
nuems estructuras: cantoros e islas de estabdlidad. Los primeros sos toros no totalmente 
rotos, sin0 que presentan agujeros, algunas trayectorias pueden esczpar a travds de ellos 
mientras que otras permanecen confinadas en la capa estocistica. Las islas se forman 
alrededor de 10s puntos ek'pticos que reemplazan a 1 s  toros resonates. 
Hemos construido las secciones de Poincark (definidas por 4 = 0), para este modelo 
homogineo. El valor de la masa que se ha utilizado es m = 0.65. mientras que como 
constante cosmol6gica se riene -4 = 1/S. Ambos valores son adecados tanto desde el 
punto de vista t&rico, como de implementaci6n del modelo; se paede comprobar que 
10s rasgos generales de la soluci6n del problema son independie~tes de esta elecci6n 
particular. 
La Fig.19 es una vista general de la regi6n de la secci6n de Poincarh accesible a1 
sistema pero donde, por claridad, s6l0 se han marcado las traj-ectorias no ligadas. So- 
breimpuesta sobre los puntos correspondientes a los estados del sisiema estd la soluci6n 
analitica correspondiente a m = 0, es decir, al caso de simetria co2orme que conduce a 
una etapa inflacionaria (cf. ec.(IV.7)). 
Efectivamente la linea s6lida corresponde a la separatriz de la d i n b i c a  no per- 
turbada, la separaci6n entre hsta y 10s puntos de la simulaci6n nmQica se puede con- 
siderar una medida del ancho de la capa estoczkitica. Se obsen-a earamente que todas 
las 6rbitas que se alejan lo suficiente de la regi6n ligada se ap ros i~an  a la tra>-ectoria 
(inflacionaria) esperada. Esta es una confirmacibn de que el modelo, luego de alguna 
evoluci6n din6mica no trivial, verifica el principio de .-calricie c6seca". 
Como se ha dicho, las secciones consisten en s6lo dos variables. que hemos elegido 
como las m& lentas, es decir, a y 7i. Entonces, cada uno de 10s toms est& caracterizado 
por un valor de pl (o equidentemente de jl ). La Fig20 muestra ura vista general de la 
seccibn, el gr&co corresponde a cerca de un centenar de condicioces iniciales distintas, 
Figura 19. Secci6n de PoincarO en el plano 01 = 0. S6l0 se muestran las trayectorias 
no ligadas. La linea s6lida corresponde a la separatriz d d  caso conforme m = 0. 
todas ellas corresponden a a = 0, 61 = 0, diferencikdose por el valor de pl que se 
varit, hasta llegar a pl = O.iC12 (x qued6 determinado por el vfnculo Hamiltoniano). Se 
pueden apreciar 10s toros interiores, que se preservan btactos, y donde 10s puntos que 
10s determinan parecen ajustar sobre una cun-a suave. 
Notemos, sin embzgo, que dichos puntos no estin ordenados en forma secuencial, asi: 
cada toro corresponde a numerosas meltas alrededor de!- origen (en lenguaje cosmol6gico 
a vazios ciclos c6smicos). ~Iovi~ndonos  hacia afuera del g r s c o  se ve la aparici6n de 
LC ' orbitas" correspondientes a toros IiASI rotos. luego de algunas vueltas 10s puntos 
correspondientes escapan hacia un valor asintbtico correspondiente a una soluci6n de 
DeSiiter. Slis  hacia afuera un nuevo conjunto de trayeztorias estables forma un pat& 
triangular de islas el n6mero de islas indica que estamos en presencia de una resonancia 
de orden 3) .  Esta cadena de islas secundarias rodez el centro en forma simktrica. 
Aparece una ligera asimetna en las dos islas inferior-. debido a la ruta de escape a1 
i n h t o ,  que puede atribuirse a la elecci6n particular de condiciones iniciales. Hemos 
comprobado que, a medida que la masa del campo aumenta: el irltimo toro no roto se \-a 
desplazando hacia el centro: pero en la medida que la L-nplitud adiabcitica no se anula. 
Figura 20. Lo mismo que la Fig.19. incluyendo la regi6n de movimiento cuasiperi6dico. 
Se aprecian claramente tres islas d2 estabilidad secundarias. 
dicha 6rbita nunca alcanza el origen de la secci6n de Poincark a causa del tkrmino de 
acoplamiento no lineal (para no viol= el vinculo Hamiltoniano, cf. ec.(I\-.6)). 
La Fig.21 exhibe una ampliaci6n de la isla superior. Se ven algunos toros no rotos, 
luego una regi6n IL4M y posteriornente la isla de estabilidad que substituye a 10s 
toros correspondientes. Como es bien sabido. en 10s sistemas no integrables existe una 
jerarquia infinita de tal manera que alrededor de cada isla secundaria hay un conjunto 
de islas de tercer orden, alrededor de cada una de estas existe una cadena de islas de 
cuarto orden y asi siguiendo. -4 medida que el orden en la jerarquia crece el tamaiio de 
las islas correspondientes decrece. Este comportamiento se puede apreciar en la figura, 
donde se ye claramente una cadena de islas terciarias. 
Encontramos que no todas las orbitas en la capa estocktica escapan a1 inh i to ,  al- 
gunas de ellas se mantienen por miis de 300 iteraciones del mapa, sin signos aparentes de 
desestabilizarse. No se obsen-a una teparacion clara entre 6rbitas estables e inestables, 
algunas 6rbitas inestables son seguidas por otras estables. Este efecto de intermiten- 
cia es una clara indicaci6n de la formaci6n de cantoros: despuk del d t imo toro no 
roto se forma una capa de toros que se rompen gradualmente, como si el toro se fuera 
Figura 21. Xmpliaci6n de la isla superior de la figara anterior. Se aprecia la  aparici6n 
de islas de tercer orden. 
des- truyendo por sectores: algunas trayectorias consiguen escapar s610 luego de un largo 
periodo de rebotes dentro de la capa estocktica, Illlentras que otras podrian permanecer 
confinadas por siempre, y es de esperar, debido al ieorema de Liouville, que otras desde 
el exxerior penetren, y Sean atrapadas, en el mar estocAstico. 
Como otra forma de resaltar la diversidad en el comportamiento din&mico, hemos 
calculado 10s exponentes de Lyapunov del sistena para tres trayectorias diferentes. 
corres- pondientes a un tor0 no roto, a uno roto que conduce a movimiento irregular 
o cabtico, y a una trayectoria estable dentro de las islas secundarias. En la medida 
que estudiemos el modelo en la regi6n no ligada del espacio de fases, 10s exponentes de 
Lyapunov no son de mucha utilidad corno indicadorer de comportamiento irregular o 
cdtico, pero si pueden considerarse una medida de la escala de tiempo en la cud  el sis- 
tema se desesrabiliza. En la Fig.22 mostramos el miximo esponente de Lyapunov para 
una trayectoria inestable con condiciones iniciales 01 = a = 0, pl = 0.736. Se obsen-a 
que luego de una etapa transitoria inicial. el expocente se vuelve positivo durante varios 
periodos de recurrencia sobre la secci6n de PoincarC. nunca se estabiliza y sobre el final 
crece abruptamente debido a1 caracter no ligado de la drbita elegida. Por o;ra parte. 
crilculos sirnilares con condiciones iniciales dentro 
muatran que luego del transitorio 10s exponentes 
como corresponde a trayectorias estables. 
de la 
respe 
Figura 22. Miximo exponente de Lyapunov para una trayectoria inesxable (con 
condiciones iniciales 01 = a = 0, p l  = 0.736). N6tese que nunca se estabiliza y sobre 
el final crece abruptamente debido a1 caracter no ligado de la 6rbita elegidii. 
IV-4 El Caso InhomogCneo. Difusi6n de  Arnold 
1-amos a aiiadir un segundo modo. inhomogCneo, a1 carnpo de rzdiacibn. De esta 
manera podremos analizar la reaccibn del modelo ante un aumento del ncmero ae grados 
de libertad del sistema. El caso de tres grados de libertad ha sido mucho menos estudiado 
en TSD. El espacio de fases tiene ahora seis dimensiones, si lo dividimos con un plano 
la Seccibn de PoincarC resultante es ahorz de cuatro dimensiones, lo cual es m c h o  m& 
difid de visualizar que la superficie bidimensional correspondiente a1 2roblema con dos 
grados de libertad. 
u 
r =  - 
- . 1 -- 
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En el caso ae 10s sistemas integrables hay, adem& del Hamiltoniano, otras dos 
integrales de movirniento. Por lo tanto la secuencia de puntos yace sobre un subconjunto 
bidimensional de la secci6n. Si el sistema es no integrable. pero hay una regi6n donde 
el teorema ICALI se aplica, tambikn esperan'amos tener toros bidimensionales. En la 
situaci6n opuesta. un sistema completamente erg6dic0, 10s puntos cubrin'an una regi6n 
de cuatro dimensiones en la secci6n de Poincark. Asi, la dimensi6n de la variedad 
ocupada por la secuencia de puntos estd comprendida entre 2 y 4. 
Existen di\-enas tdcnicas para estudiar esta clase de sistemas, la que aplicaremos 
aqui consiste en proyectar el espacio cuadridimensional de la  secci6n de Poincar6 en 
tres dimensiones, descartando una de las cuatro coordenadas. Si la secuencia de puntos 
yace en un subconjunto bidimensional de la secci6n, tambidn lo hard su proyecci6n en 
el espacio reducido. Esencialmente hay dos mktodos que trabajan con esta tkcnica. 
La primera ha  sido desarrollada por Froeschli [Froeschle' 19701, 1- consiste en proyectar 
estereosc6picamente 10s puntos de la secci6n. En  la segunda se tiene en cuenta que la 
probabilidad de que un punto caiga sobre una supexficie arbitraria es cero, por lo tanto 
el plano que se utiliza para definir la secci6o tiene un espesor h i t o  [Froeschle' 19721. 
Este es un camino intermedio entre proyectar sobre a1,pna variable. es decir, ignorar por 
completo 10s valores que toma, o fijar exactamente el valor de dicha variable. Nosotros 
hemos proyectado directamente sobre la seccibn, pero comprobamos que si restringiamos 
4 2  a una banda de espesor nuestros resultados no cambiaban sustancialmente. 
Por otra parte. ha>- una propiedad fundamental que distingue 10s sistemas con tres 
o m b  grados de libertad de aquellos con s6l0 dos: la dzfusio'n d e  Arnold. En sistemas 
con sblo dos grados de libertad las regiones cz6ticas e s t h  siempre separadas por toros 
no rotos invariantes. estos toros actiian como barreras infranqueables en la secci6n de 
Poincark. Pero con tres o m k  grados de libertad hay dimensiones extra en el espacio de 
la secci6n que las trayectorias pueden utilizar para sortear dichos toros y, en principio, 
explorar la totalidad del espacio fhico. Deszfortunadamente esre comportamiento es 
muy dificil de visualizar numkricamente y s610 tiene sentido estudiarlo muy cerca de la 
frontera de la regi6n cabtica. 
Si, en nuestro modelo especifico, el campo de radiacibn fuera no masix-o tendriamos 
otras dos integrales de movimiento, las acciones jl = (p i  - & ) / 2  y j2  = (P; + h2 ' ) /2  
~ectivam 
sistema 
ent e 
exhi 
. De tal forma el sistema seria integrable. 
ba un comportamiento m6s interesante. 
La Fig.23 muestra una trayectoria estable del modelo inhomogdneo, esta trayect oria 
corresponde a m6.s de mil it.eraciones sobre la seccibn de PoincarC. 
Figura 23. Secci6n de PoincarC para una trz~ectoria estable del modelo inhomogineo. 
Las condiciones iniciales corresponden a 01 = 42 = a = O , p i  = 0.7293. x = 0.7395. 
Se aprecia claramente l a  no conservaci6n de la amplitud adiabitica asociada a1 mod0 
homogCneo. 
Las condiciones iniciales corresponden a ol = b2 = a = 0, pl = 0.7393. r = 0.7295 
J- pl determinado a partir del rinculo Hamilroniano. Se puede rer que la rrayectoria 
parece ajustar bastante bien sobre m a  cun-a. mientras que se aprecia claramente la 
no consen-aci6n de la amplitud aditbitica zsociada a1 mod0 homogineo. =Isimismo, 
se obserl-an a lpnos puntos de escape, estos corresponden a 10s liltimos eraluados y su 
dispersi6n puede ser un ref3ejo del comienzo de la inestabilidad del sistema o atribuirse 
a inexactitudes numCricas en la integraci6n. 
La Fig.24 corresponde a una 6rbita caracterizada por otro conjunto, muy pr6xim0, 
de condiciones iniciales (rjl = rj2 = a = O,pl = 0.7293, .ir = 0.7394 j- pz se obtiene como 
Figura 24. Lo mismo que la Fig.23 paia una 6rbita caracterizada por otro conjunto, 
muy pr6xim0, de condiciones iniciales ( 9 ,  = 0 2  = a = O , p l  = 0.7293,  x = 0.7294). 
Esta 6rbita es mucho monos estable que la anterior. 
Esta 6rbita es mucho menos estable que la anterior, el vincula Hamiltoniano &lo se 
presen-6 durante un periodo cinco veces menor. Esta trayectoria dificilmente se pueda 
ajustar con una curva, antes bien parece cubrir una supedicie (o afin un volumen). en 
el espacio de la secci6n. Lo m k  relevante para nuestro prop6sito es resaltar que las 
condiciones iniciales se eligieron para obtener una trayectoria m& estable. en principio. 
que la anterior (utilizamos el mismo p l ,  pero un valor de .ii m& bajo en este se,oundo 
caso), pero el resultado parece ser exactamente el opuesto. 
Para corroborar 10s resultados anteriores la Fig.25 muestra una comparaci6n entre 
10s exponentes de Lyapunol- locales asociados a cada trayectoria. 
Figura 25. Comparaci6n entre 10s exponentes de Lyapunov locales asociados las 
trayectorias de las Figs.23-24. El superior corresponde a la segunda 6rbita y su valor 
es aproximadarnente el doble del correspondiente a la primera. ~ s t a  es claramente m i s  
estable a pesar de pertenecer a una regi6n m i s  externa de la capa estocistica. 
El g r s c o  superior corresponde a la se,.;unda 6rbita y su d o r  es aproximadamente el 
doble del correspondiente a la primera. El de dsta es claramente m&s estable a pesar del 
hecho de pertenecer a una regi6n m h  externa de la capa es tok t ica .  La indicaci6n de la 
e~istencia de un proceso de difusi6n de Arnold es clara. existe una posibilidad cierta de 
que 6rbitas interiores "salten" sobre otras m5s estables _v se aproximen asint6ticamente 
a la soluci6n de deSitter. De esta manera tenemos un necanismo cliisico para comenzar 
la inflaci6n en forma adecuada, sin necesidad de especificar ningin valor particular sobre 
las condiciones iniciales del sistema. 
Concluimos esta secci6n con dos diagramas en el espacio de condiciones iniciales. 
Figura 26. Espacio de condiciones iniciales p l  - w .  El sector corresponde a 0.725 < 
p1 < 0.73 y 0.7288 < x < 0.7308. Las ""' indican trayectorias inestables: es decir, 
que n o  alcanzan las 500 recurrencias sobre la secci6n de PoincarC. 
Para obtener la Fig.26 tomamos, nuevamente, o1 = d2 = a = 0, y consideramos el 
sector 0.725 < pl < 0.73 y 0.7288 < x < 0.7308, determinando p;! a partir del vincula 
Hamiltoniano. Dadas m b  de 3000 condiciones iniciales en el plano pl - x se dejo 
evolucionar el sistema hasta que se violara el vinculo (sintoma de que la trayectoria 
correspondiente era inestable), o hasta alcanzar las 500 recurrencias sobre la seccibn de 
PoincarP, que tomamos como indicacibn, a 10s efectos pricticos, de que la trayectoria 
era estable. Las estrellas corresponden a las 6rbitas inestables. 
Figura 27. Xmpliaci6n de la regi6n central de la figura anterior. El sector e s t i  
definido ahora por 0.727 < p l  < 0.728 y 0.7194 < ;: < 0.7298. pero la distancia entre 
puntos es cinco veces menor. 
Puede observarse la ausencia de una di\-iGn nitida entre Cstas y las trayectorias es- 
tables, como asi tambikn la presencia de 6rbitzs inestables bien en el interior de la regi6n 
regular: esto indica que, a h  comenzando en la regibn re,dar, cualquier perturbaci6n 
nos puede en\-iar fuera de ella. Asi, el griifico sugiere la existencia de una red o malla (la 
red de Arnold). que conecta la (casi) totalidad del espacio de fases J- es indicativo de que 
trayectorias que comienzan con una dada condici6n inicial pueden -cruzarseV y evo~u- 
cionar como otra 6rbita con condiciones iniciales totalrnente diferentes. Se obtiene asi, 
un proceso de difusi6n Hamiltoniana. tal que, dado el tiempo suficiente, prdcticarnente 
cualquier trayectoria puede ezplorar la totalidad del espacio fhico. ObsCrvese que nos 
hemos movido m u -  poco en el espacio de condiciones iniciales, el ancho de la regi6n 
estudiada es de ~ 6 l 0  de unas pocas milCsimas. 
La Fig.27 corresponde a una ampliaci6n de la anterior. definida por 0.727 < pl < 
0.728 y 0.7294 < r < 0.7298, donde hemos barrido en el espacio de condiciones iniciales 
con un paso cinco veces menor. Es notable la similitud con el grifico anterior, cuando 
nos internaxnos en escalas menores. 
De lo que antecede se desprende que, a h  cuando el Universo evolucione hacia una 
etapa de es~ansi6n idlacionaria. la formaci6n de estructuras en el espacio de fases hace 
que esta evoluci6n no sea trivial. Sus efectos podrian, en principio, extenderse a la 
totalidad de dicho espacio 
En 10s capitulos previos hemos estudiado diversos efectos causados por contribu- 
ciones no lineales en cosmologia clbica y vimos las consecuencias que la esistencia de 
resonancias entre los distintos grados de libertad tenian sobre la ex-oluci6n del sistema. 
Sin embargo. el marco natural para formular 10s problemas cosmol6gicos, en el Universo 
Temprano. es la Teoria Cuht ica  de Campos en el Espacio-Tiempo Curvo (TCCETC) 
[ B i n e l  y Davies  19821. En efecto, debido a 1~ energias puestas en juego durante ese 
periodo es necesario tener en cuenta la naturdeza cubtica de 10s campos que pueblan 
el Universo. Sin embargo, dado que riipidamente 10s niveles de energia caen muy por 
debajo de la Energia de Plmck: es posible deqreciar 10s efectos cugnticos asociados a1 
carnpo graxitatorio y la geometria de fondo pcede ser tratada clhicamente. 
Por supuesto, cuando se estudia la TCCETC usualmente se estA interesado en 
examinar fen6menos que se deben a la no trivialidad de la geometria o la topo10,Pia. 
A1,pnos efectos bien conocidos son: la creaci6~ cosmol6gica de particulas [ P a r k e r  19691. 
el rol de 10s t6rminos de polarizaci6n de vacio en el tensor energia - momento renorma- 
lizado (T,,),,, [F i sche t t i ,  Hurtle y Hu 19791: la dependencia del "potencial efectivo" o 
de la "acci6n efectira" con la mbtrica de fondo [ H u  y 0 7 C o n n o r  19841, etc. El forma- 
lismo que surge naturalmente en este marco permite estudiar en forma autoconsistente 
la &n&rnica del universo prirnitivo, teniendo ez cuenta las correcciones cuhticas. 
En particular. es de su-no inter& el estcdio del periodo de reca len tamien to .  que 
ocurre hacia el final de la etapa inflacionaria [.-ibbott, Farhi  y W i s e  19821. Los primeros 
estudios sobre esta etapa se efectuaron considerando un acoplamiento fenomenol6gico 
entre el inflat63 y la radiacibn constinida por sus propias 8uctuaciones cubticas iA1- 
brecht e t  al. 19821. Usando las ecuaciones que surgen naturalmente en el marco de la 
TCCETC es posible reproducir estos resultados. a partir de pr imeros  pr inc ip ios ,  mejo- 
rando nuesrra comprensi6n acerca de como o-urre el recalentarniento (c6mo se crean 
particulas y concluye la inflacibn ) [hfatzitelli, Paz y El Hasi 19891. En efecto, las 
tCcnicas desarrolladas ?- utilizadas en la TCCETC son estremadamente iitiles a1 estu- 
diar el problema, debido a que ios campos acoplados a1 i d a t 6 n  o adquieren una masa 
variable (a causa de la dependencia de o con t ) .  Esta masa actGa con10 una fuente 
esterna que crea particulas disi?ando la energia del inflatbn. Mostraremos que el factor 
predominante, en el desarrollo de este fenbmeno. es la aparicibn de resonancias entre 
10s modos asociados a las particulas creadas J- el infiato'n (para una referencia anterior 
sobre el tema se puede ver, por ejemplo [Harile 1951; Calzetta y Castagnino 19841). 
Vamos, entonces, a estudiar el periodo de recalentamiento, es decir, la etapa en la 
cual la energia del inflat6n se disipa en radiacibn para el modelo de nueva infiacidn. En 
este modelo se supone que ocurre una transicibn de fase en la escala de la Teoria de 
Gran Unificacibn (TGC), y casi todos 10s efectos gravitatorios no trivial-, lejos de la 
escala de Planck, pueden ser despreciados. 
Para ser m6.s precisos, resumamos el comportmiento del infiato'n, que puede ser 
considerado como una magnitud cliisica. en modelos infiacionarios de este tipo. -4 
altas temperaturas, el potencia! efectix-o tiene un Gnico minimo en d = 0. A medida 
que el universo se enfria, la fonna del potencial cambia dr&ticamente J- aparece un 
minimo ~erdadero en o = 4, ,1 0, mientras que el campo escalar es atrapado en el 
falso vacio 4 = 0. Luego, y debido a algtin mecanismo que no discutiremos [Guth y 
Pi 1985; Calzetta 19891, el campo escalar comienza un lento camino de descenso (el 
'.slow roll-over" ) hacia el vacio verdadero (4 = 0,). Durante este periodo, cuando la 
densidad de energia est5 dominada por la contribucibn estiitica del potencial efectivo, 
ocurre la inflaci6n dado que T i f ( $ )  2 l.',f(0) act\ia como una constante cosmol6gica 
efectim. Posteriormenre, el canpo oscila rApidamente alrededor de o = om y se crean 
particulas de todos 10s campos acoplados a1 inflat6n (itste es el rkgimen que nos interesa 
estudiar). La energia del campo escalar es asi convertida e2 radiacibn y las oscilaciones 
se amortiguan. La produccibn de particulas incrementa la temperatura del universo, 
por eso este periodo se denomina recalentamiento. 
Como dijimos, efectuaremos nuestro andisis a partir de pnmeros principios, es 
decir, utilizando las ecuaciones que se derivan en el marco de la TCCETC: 
donde G,, corresponde a1 tensor de Einstein y (. . .) corresponde a 10s valores de ex- 
pectacibn cu&nticos. Dado que el rjniverso se encuentra en proceso de expansi6n, su 
comportamiento d i n k i c o  es de relativo inter&. Consideraremos. entonces. la presencia 
de un carnpo de radiaci6n escalar como medio de disipar la energia del inflat6n. a trav6s 
de la reacci6n que la creaci6n de particulas de dicho campo tiene sobre la ecuaci6n de 
evoluci6n del inflat6n. 
V-1 Ecuaciolzes Autocollsistentes deI Sistema 
La notaci6n y convenciones s e r h  las mismas de 10s capitulos precedentes, per0 
ahora la acci6n gravitatoria estii dada por 
Incluimos 10s tCrrninos cuadriiticos en la acci6n debido a que son necesarios para la 
renormalizaci6n. El tensor de Einstein generalizado se define como, 
f! SS, 
r n i ~ , ,  = --- J-s 6gPU 
( 7 )  Los tensores H:,), H f i  g H,, resultan ser combinaciones no lineales de R_ Rpu. Rgupu 
y sus derivadas. la forma general de 10s mismos puede verse en [Birrel y Davies 19821. 
Debido a1 teorema de Gauss - Bonnet, en cuatro dimensiones el tensor H p ,  es una 
(2) (1) (2) combinad6n lineal de H:) y H,, , H,, = -Hp ,  +AHpu . 
La zcci6n pzra el infiat6n mfis un campo escalar de radiaci6n es: 
Denotenos por aJ(x ,  t )  el valor medio (en prornedio cubtico) del campo o(x, t )  :- por 
o(x, t )  lz fluctuad6n del nisrno, 
A pvt i r  de !as Ecs. (V.2) y (17.4) es f&il mostrar que en la aprosimaci6n de un 
lazo (es decir a primer orden en f i ) .  las ecuaciones de campo son: 
Por simplicidad, supoadremos que el acoplamienio entre 4 3 7  y es muy dkbil, respec- 
to del qKe existe entre el i da t6n  J- sus propias fluctuaciones cuinticas (concretamente, 
pediremos que h << A), e ignoraremos la ecuaci6n para la fluctuaci6n en la discusi6n que 
sigue. Se puede rostrar .  efectuando el andisis completo del sistema, que esta higtesis 
es consistente en la medida que, como se verb mbs adelante, la creaci6n de cuantos 
a 
asociados a1 campo 4 estb fuertemente suprimida y, asi, su efecto sobre la dindmica 
puede despreciarse. 
En la Ec.(V.Gb ) %,(y) denota el operador tensor de energia - momento de un 
campo libre, con masa variable dada por rn; + hmo2. Como en toda Teoria Cuht ica  de 
Campo, 10s valores de expectaci6n que aparecen en las (V.6) son infinitos y deben ser 
renormalizados. El proceso de renormalizaci6n se efectfia siguiendo t4cnicas e s thda r  
(ver por ejemplo: [ P a z  y Mazzitelli 19881). 
Debido a que luego de la inflacibn la curvatura espacial se vuelve muy pequeiia 
consideraremos el caso particular de un espacio-tiempo con secciones espaciales planas 
(k = 0, en la terrninologia de 10s capitulos anteriores), con elemento de linea: 
donde t denota el tiempo cosmol6gico y 7 el conforme. 
Adem&, supondremos que el inflat6n es un campo homogCneo ((d(x,t)) = do(t), 
que ambos campos son no masivos (md = mP = O), y estd acoplado conformemente 
a1 escalar de Ricci R ft, = $) J-, como siempre, = 0. En este caso l a .  ecuaciones 
renormalizadas resultan (escribimos s610 la parte temporal de la Ec.(V.Gb )) [Mazzitelli ,  
Paz  y El Hasi  19891, 
donde (. . .), denota las respectivas cantidades renormalizadas, E es una constante 
relacionada a €1 (cf. Ec.(I7.3)), el punto indica derivada respecto de t ,  la derivada del 
potencial efectivo (el potencial de Coleman - Ifkinberg [Coleman y Weinberg 19731) estd 
dada por 
T,$(&) es el tensor de energia - momento cldsico del campo iseractuante en el cual 
el potencial ha  sido reemplazado por Ires, p es una constante que surge del proceso 
de renomalizaci6n !- estii asociada a1 minimo del potencial y todas las constantes de 
acoplarniento se encuentran renormalizadas. A1 final de la etapa inflacionaria la cons- 
tante cosmol6gica se puede considerar nula. 
Las Ecs.(V.8) son nuestro punto de partida. Los x-alores de expectacibn 
- 
y (Too),,, contienen informaci6n acerca del estado cubrico del campo. 10s efectos de 
polarizaci6n de vacio. y la produccibn de particulas. El c&lculo de estos valores de 
espectaci6n renormalizados no es trivial y se ha hecho siguiendo la receta prescripta 
en la Ref.[Paz y Mazzitelli 19881. Iyeremos que. debido a su presencia, la energia del 
inflat6n se convierte en radiaci6n. Para mostrar esto es conreniente trabajar con las 
Ecs.(V.8) escritas en una forma mds sencilla. De manera similar que en capitulos ante- 
riores reparametrizaremoz el campo como X. = a? y trabajaremos en tiempo conforme 
(utilizaremos t o 77 segiin resulte m k  conveniente para escribir las ecuaciones, denotando 
con ' la derix-ada con respecto a 7): de esta forma el campo se puede desarrollar como: 
donde akt y ak son 10s operadores de creaci6n y aniquilaci6n. Se puede ver que 10s 
modos del campo satisfacen 
Esta ecuaci6n corresponde a un oscilador de frecuencia nriable wk(q) = k2+hoi(r))a2(r)) ,  
y da lugar a1 estudio del fen6meno denominado resonancia parame'trdca [Landau y Lif- 
shitz 19601, debido a la dependencia del p a r b e t r o  (uk)  con el tiempo. Precisamente. 
en trabajos recientes, el fen6meno de resonancia paramktrica ha sido invocado como 
un nlecanismo altamente eficiente de creaci6n de particulas [Trashen y Brandenberger 
I 1990: Kofman. Linde y Starobinsky 1994: Shtanov, Trashen y Brandenberger 19941. 
Para resolver la Ec.(V.11). es conveniente introducir las funciones complejas ak(r)) 
y /?k(q) las cuales estin definidas por [Starobinsky 19Sdb], 
donde 
0 
e*(q) = ezp[k i  J ur(q')drll] . 
Entonces. la Ec.(V.11) es equivalenre a (ver -4pCndice C): 
con la condici6n de normalizaci6n /ak/' - IPkl' = 1. 
Siguiendo la Ref.[Paz y hlazzitelli 1988j. cdculamos 10s wlores de expectacidn 
renormalizados que aparecen en la Ec.(Iv.S) (para un esquema del cilculo rer Apkndice 
para nuestra discusi611): 
Mientras que para el tensor ener,oia - momento se obtiene: 
El sistema de Ecs.(V.sa ), (1-.8b ). (Iv.14)! (V.15) y ( V . 1 6 )  permite estudiar, a partir 
de pn'meros principios. el slow roll J- el periodo de recalentamiento en la aprosimaci6n 
de un lazo. Por supuesto, para resol~er el sistema se necesitan complicados c&lculos 
numCricos. No obstante. durante la erapa de recalent amienco, es posible obtener cierta 
infomaci6n mediante mitodos anali~icos aprosimados. 
V-2 Creaci6n de Particulas y Resonancias 
DespuCs del descenso lento el valor medio del campo del Inflat6n oscila alrededor 
de 4,. Supondremos que durante el periodo de recalentamiento 00 tiene una soluci6n 
de la forma: 
o o ( t )  = d m ( t )  + B(t )  sin Q ( t l ) d t '  = & ( t )  i B ( t )  sin S2(rl':~a(q')drl' : (T;.l 'i) J' 
donde SZ es la frecuencia de cuzsi-oscilacibn del i da t6n  alrededor del minimo de poten- 
cia1 \- &(t )  es soluci6n de 
Si H << SZ,mp, 10s efectos gravitatorios no ser6.n importantes y como consecuen- 
cia drn(t) estard dado, aproximadamente, por el valor (independiente del tiempo) del 
r ( p l a n 0 )  espacio-tiempo plano V ef (4,) = 0. TambiCn supondremos que B(t) << d,(t) y 
que ( h / ~ )  - 117 << S1; es decir, el valor medio do(t) oscilar6 muchas veces antes de lle- 
gar a 4 m .  Notemos que 0 no es un pariirnetro independiente, sin0 que estii relacionado 
con la derivada segunda de Ifef de la siguiente forma: 
El siguiente paso es calcular el nhmero de particulas creadas Nk = IPkI2. Para esto 
utilizaremos el mismo m6todo que en la referencia [Mazzitelli, Paz y El Hasi 19891, 
(puede verse tambikn, aunque en otro contexto, [Sta~obinsk~ 1984b1). Tomaremos 
ak(qo) = 1 y Pk(qo) = 0 como condiciones iniciales, donde 70 es el instante en que 
comienza el recalentamiento. -4unque estas serian condiciones en el momento en que la 
simetn'a a h  no estA rota (antes del descenso lento), nuestra elecci6n se justifica debido 
a que durante el descenso lento la producci6n de particulas es despreciable. AdemAs, a 
primer orden en Pk se puede tomar crk 2 1 para todo tiempo. Con estas aproximaciones 
y teniendo en cuenta la parametrizaci6n Ec.(V.17), la Ec.(V.14) se puede integrar u- 
smdo  el mktodo de la fase estacionaria [Tabor 19891, suponiendo que 10s factores que 
varian m& rApidamente con el tiempo son 10s oscilatorios. El resultado que se obtiene 
es: 
, si wk > Ra(q)/2 
= h a 3 . 0 r n ~  11-il/2 I 
2wk R a a  , si wk < S1a(7)/2 ' 
Ra=2wk 
Aqui w 2 = k 2 + M 2  $0a donde M: = h4: es la masa de las particulas creadas. Wotemos 
que IPk(oo) 1 es una funci6n de k a travks de la dependencia explicita y tambikn a traves 
de la dependencia aparente en 7 que es una funci6n de k debido a a(q) = f2wk/Q. Como 
corresponde, la variaci6n de la fuente externa 40(t) excita modos del campo con w k  
m& bajos que la tasa de expansibn 0. Supondremos que las particulas creadas son 
ultrarrelativistas. es decir, ~ 1 4 ~  << fl (o lo que es lo mismo h << X2). Ikmos aqui que 
A 
nuestra hip6tesis de considerar nula la producci6n de particulas 45 fue razonable, )-a que 
,. 
para ellas siempre vale la condici6n L k ( ~ )  > Qa(q)/i, 
Observemos que wk = flu/', corresponde a la condici6n (a orden mAs bajo) de 
resonancia parametrica en la Ec.(V.11) [Landau y Lifshitz 19601. Como hemos dicho. 
el efecto de recalentamiento por resonancia parametrica entre el inflat6n y 10s carnpos 
asociados a 41 ha recibido mucha atenci6n. recientemente, como un mecanismo m 6  efi- 
ciente para disipar la energia del inflat6n. que lo que se obtiene mediante un d c u l o  
perturbativo usual. aumentando en varios drdenes de magnitud la tasa de crecirniento 
de la energia de las particulas creadas durante el recalentamiento. Notemos que un 
mecanismo similar. de resonancia entre distintos grados de libertad, conduce a la no 
consen-aci6n de la variable de accidn adiabitica, y asi a la aparici6n de la capa es- 
tocktica, en 10s modelos cl&icos que discutimos en 10s capitulos anteriores. 
1 Ikmos que este resultado aparece naturalmente en nuestro formalismo. Esto se debe a que a1 integrar la Ec.(V.14), suponiendo que 10s campos son rApidamente oscilantes. 
10s dos campos oscilan con frecuencias mu:- pprximas. 
Por supuesto. dada la condici6n de resonancia ~c 'k  - Ra/3, 10s modos excitados 
s e r h  aquellos para 10s cuales: 
Por lo tanto, a rnedida que el Universo de espande. ambos frecuencias se van diieren- 
ciando hasta salir de la regi6n de resonancia. con lo cual finaliza el proceso de creaci6n 
de particulas asociadas a dicho modo. - 
Consideremos ahora la ecuacion de Einstein semicl&ica (V.8b ). Durante el des- 
censo lento, la fuente de esta ecuacidn es T $ ( $ ~ )  Z l i f ( 0 )  dado que (Ff) , , ,  es cero. 
- 
Para 00 2 4, el tensor de energia momento efectivo va a cero y (Too),,, domina el 
miembro derecho de la ecua.ci6n. Es fAcil encontrar la dependencia temporal de ( ~ o o ) , , ,  
con el resultado de Pk. A partir de (V.16) tenemos 
- 
entonces, para hacer una estimacibn de (Too) ,,, , pasaremos de una ecuaci6n en I; a una 
ecuaci6n en t a trav&s de la Ec.(V.21), y supondremos que la producci6n de particulas 
es casi constante durante varios periodos de oscilaci6n del inflatbn, de tal manera que 
el integrando se mantenga casi constante durante ese lapso. Con estas hipbtesis, el 
resultado que se obtiene es: 
9 h2 &B2 (TOO} r e n  cu 6 4 ~  ? (V. 23) 
si alin no se alcanz6 el tiempo caracteristico en que se disipa la energia del inflat6n (t,), 
v: 
9h242, B2a4(tc) 
( f '0o)ren 64.iia4 (t) > 
para tiempos mayores que t,. De este liltimo resultado vemos que, a1 finalizar el re- 
calentamiento, la inflaci6n ha concluido g el Universo se encuentra dominado por la 
radiaci6n. 
Entonces, si derivamos (V.22) respecto de t ( t  < t,), obtenemos: 
Dado que el tkrmino -4H corresponde en realidad a un corrimiento a1 rojo debido 
a la expansibn del Universo, vemos que la tasa de producci6n de energia de las particulas 
creadas es del orden de S2 - Ad,. 
Podemos concluir, entonces, que el recalentamiento del Universo debido a la creaci6n 
de particulas se debe, principalmente. a la esistencia de resonancias entre diversos gados  
de libertad del sistema. Recordamos que a1 estudiar 10s modelos cldsicos encontramos 
un efecto similar. donde la aparicibn de resonancias conducia a la no consermci6n de 
la variable de acci6n adiabitica y consecuentemente a1 caos (cf. Cap.11-). -4simismo. 
las particulas creadas por el campo rdpidarnente oscilante prorocan la aparici6n de un 
tdrmino disipatiro en la ecuaci6n de evoluci6n del inflatbn, de tal manera de amortiguar 
las oscilaciones 1- frenar la creaci6n de particulas. En vista de estos resultados y 10s 
obtenidos en capitulos antenores, podenlos abrigar fuerte sospecha sobre la integrabil- 
idad de esta clase de modelos del 1-niverso Prirnitivo. a la vez que se hace evidente la 
importancia de las contribuciones disipativas a la dinimica de 10s mismos [Calze f fa ,  El 
Hasi  y Tavakol 19941. 
En aiios recientes, dos ram= de la fisica han suscitado especial interds: el estudio de 
10s Sistemas Dinc'micos \- la Co,cmologia. La primera ha excedido i~cluso el imbito de la 
fisica y se aplica en toda situacijn donde esistan interacciones no lineales, como forma de 
comprender el daarrollo del sisiema involucrado. En tanto, 10s eszudios Cosmol6gicos 
se basan en la esperanza de cozstruir un modelo que nos permita camprender el origen 
y la evoluci6n de nuestro Unil-=so. 
Dado que l a  ecuaciones que describen el Universo Primitivo son no linedes. parece 
razonable entrelvar ambas r m a s  del conocimiento: e investigar 1 s  consecuencias que 
se derivan de esta uni6n. Asi. en 10s capitulos I1 a IV mostramos como implementar 
diversas tkcnicas y mdtodos, CY aplicaci6n usual en Teon'a de Sisiemas Dinhicos ,  a1 
estudio de problenas cosmol6~cos. En el 1- hemos ax-anzado hacia el desarrollo de una 
tarea similar en el marco de la Teoria Cusntica de Campos en el Espacio Tiempo Curvo. 
En particular. en el capit io I1 encontramos analiticamente la. resonancias aproxi- 
madas del sistema, en t P r m i n ~  de la x-ariable de acci6n adiabiitica del campo escalar. 
Calculamos el Espectro Carac;en'stico de Esponentes de Lyapuno-.- en regiones del es- 
pacio de fases con diverso co~portamiento dinimico. Construi~xos las Secciones de 
Poincard del sistema, a partir de variar las condiciones iniciales, mosrando la rotura de 
10s toros ICAM j- la aparici611 dt islas de estabilidad en su reemplazo. Destaquemos que 
no hemos encontrado en !a bib2og~afia ninguna referencia donde se muestren Secciones 
de Poincard de un modelo co:~ol6gico. Ademis, estudiamos la correlacibn entre 10s 
valores del campo en el -Big Crunch.  dados 10s valores correspondientes en el "Big 
Bang", para decidir si la detecci6n del caos es viable durante el desarrollo de un h i c o  
Uni~erso. 
Los resultads obtenidos confirman la existencia de comportamiento ca6tico en este 
modelo, para xalores suficientemente grandes de la vafable de acci6n adiabbtica, debido 
a la superposici6r de resonancias en el espacio de fases. 
En el cap i t i a  I11 analizamos un modelo miis gereral. I'ia el andisis de estabili- 
dad lineal del sistcma, mostramos que el comportamiento ca6tico no s6l0 es posible en 
cosmologias cerradas, como en el capitulo anterior, sin0 tambidn en situaciones mAs 
generales. Implexzentamos el mCtodo de las cun-as Frecuencia - Frecuencia y, a partir 
de las condiciones iniciales que se obtienen de kl, consrmimos la Secciones de Poincari. 
~ s t o  se efectu6 de dos maneras diferentes: barriendo condiciones iniciales en el espacio 
de fases (como en d capitulo 11), y x-ariando 10s par6meiros del modelo para condiciones 
iniciales fijas. Colfirrnamos nuevamente la aparici6r- de caos. por rotura sucesiva de 
toros resonantes. a la vez que verificamos la robustez del comportamiento ca6tico en 
estos modelos. 
Posteriormer:e, en el capitulo IV, mostramos l r  utilidad del mktodo de la Inte- 
gral de hlelnikox- como indicador de caos homoclinico. en situaciones donde el modelo 
es casi-integrable. Como primer resultado verificamos la validez del principio de calvi- 
cie cdsmica, a1 cornprobar c6mo 10s Universos que no recolapsan se aproximan a una 
soluci6n del tip0 DeSitter. Por lo tanto el caos podriz considerarse un buen mecanismo 
para evitar recur.! a1 ajuste fino en las condiciones iGciales de evoluci6n del Universe. 
Vimos, tambiCn. cue la posibilidad de escapar a1 reco:apso est6 asociada a la aparici6n 
de ciertas estruct-xas en el espacio de fases: la rotura de 10s toros I\;Ahl, y la aparici6n 
de cantoros. La existencia de estas estructuras indica que el comportamiento dinbmico 
del sistema es no xivial. a h  antes de la etapa idlacionaria. 
Por otra parit. a1 incluir un mod0 inhomogitneo ZL campo escalar. pudimos analizar 
la reacci6n del modelo cuando se incrementa el nhmerc de grados de libertad del mismo. 
Comprobamos, exonces. c6mo aumenta la riqueza de comportamiento del sistema, 
visualizando expikitamenta la no conservacibn de la -*xiable de acci6n. y c6mo el flujo 
d i n h i c o  evolucioxa en forma totalmente compatible con la existencia de un proceso 
de Difusidn de Arnold. -1 travds de un mapa en e: espacio de condiciones iniciales 
mostramos que es posible que el comportamiento irregular del sistema se extienda a 
todo el espacio dr fases. 
Fiialminte en el capitulo V a wz amos  hacia el estudio cuhntico de estos problemas, 
a1 menos a nivel semiclkico. mostrando como pueden tratarse en forma autoconsistente 
las ecuaciones que gobiernan el Tjniverso Primitive. Vimos, tambibn, que las tCcnicas 
usuales de Teon'a CuAntica de Canlpos en el Espacio Tiempo Curvo son sumamente 
Gtiles al encarar estas cuestiones. -1 su vez. comprobamos que nuestro mbtodo ratifica 
la afirmacibn, hecha por otros autores, de que el fen6meno dominante para la creaci6n 
de particulas, durante la etapa de rccalentamiento posterior a la inflacibn, es el efecto 
de resonancia paramktrica entre 10s campos considerados. 
Dado que tanto el comportarniento ca6tico a nivel clkico, como la creaci6n de 
particulas a nivel sernicliisico, se deben a la existencia de resonancias entre 10s distintos 
,mdos de libertad del sistema, podernos concluir que existe una estrecha relaci6n entre 
a b o s  fen6menos. 
Si bien el hecho que las ecuaciones de Einstein Sean no lineales es estimulo suficiente 
para investigar la aparici6n de caos en estos modelos, hemos mostrado que, a h  en 
sktemas muy simplificados como 10s que tratamos aqui, el estudio de estas cuestiones 
puede ser de alto inter& priictico. en tanto en cuanto el comportamiento ca6tico 
conduce a efectos no triviales y resultados, en principio, m& complejos e interesantes 
que 10s que se encuentran usualmente en la literatura, donde en general se estudian 
b i t e s  asint6ticos del modelo o se asume que las contribuciones no lineales son de 
relatila incidencia. 
cuando 10s modelos que hemos utilizado son demasiado sencillos para ser 
considerados realistas, no debemos olvidar que la evidencia observational, con que se 
cuenta ho5- dia, es totalmenre consistente con el concept0 de un Universo en expansi611, 
idtropo 5: homogCneo. 30 obstante. se debe proceder con cierta precauci6n en el estudio 
de modelos miis complejos. donde se recurre a arpmentos de simetria para reducir el 
~ i imero de grados de libertad del sistema: en efecto, en el capitulo IV verificamos la 
complejidad que puede adquirir la el-oluci6n dinAmica: a\in para modos muy debilmente 
acoplados. 
Asimismo. la complejidad y diversidad de comportamiento que el caos parece apor- 
Tzr a la Cosmologia. puede utilizarse en modelos mis complejos. -11 considerar mitricas 
anis6tropas y/o tratar la materia y la radiaci6n corno campos cu&ticos, el caos podria 
ser un candidato natural corno mecanismo eficiente en la formaci6n de estructuras en el 
Universo Primitivo. 
Por supuesto analizar estas cuestiones en toda su dimensibn requiere la utilizaci6n 
de m6todos y tkcnicas, tanto analiticas corno numGricas, m& sofisticadas; corno por 
ejemplo aplicar conceptos de turbulencia en teoria de campos y/o resolver sistemas de 
ecuaciones en derivadas parciales para el modelo complete. En ese sentido, creemos 
estar dando un primer paso en esa direcci6n. En definitiva, pensamos que el caos puede 
considerarse corno una de las claves principales para comprender el origen y la evoluci6n 
de nuestro Universo. 
Programs Wt ilizado 
PROGR-4M LIAP 
SUBRUTINAS IhlSL 
N = nro de ecuaciones no lineales. 
implicit real*S (a-h,o-z) 
E X T E R I A L  FCN 
DIhIEKSION Y(42), ZNORhli6), C(24), K(42,9): CUM(6), GSC(6) 
COlISION Z, NN, XL.4MBD.l 
P1=3.141592653589793 
N=6 
Mh/I=42 
DO 120 LL=-1,2 
DO 110 NL=1,4 
OPEX(UNIT=2.file=~5,I,I4PP4.D-14TTTSTT4TT_:S='-4PPEND~) 
OPEX(U31T=3.file=~\T245.D5ATT.STT4T~S='-4PPEND') 
OPES('C'NIT=9,file='LI,4P1.D-4TT.STATUS='-4PPEND') 
OPE~(UNIT=lO,file='LIAP2.D-4TT,ST-S.TUS='-lPPEIiD~) 
OPEX(UNIT=11,f3e='LI,4P3.D,4T'.STATI:S='APPEIiDD) 
H=l.D0/2.DO 
XL-ll,IBD-4=H**2/2.DO 
OPEX(GNIT=i.file=-DATA.D-ATT) 
READ ('7 , *) TOL, SSTEP. STPSZE, 10. Y(1). Y(2), Y(3), 
. Y(6). 2. NN 
CLOSE (UNIT=i)  
Y(6)=Y(6)-5.DO*DFLOAT(LL)/l.D5 
Y(4)=Y(6)-5.DO*DFLO.4T(?iL)/l.D5 
Y(5)=DSQRT(-Y(1)'"2 - DFLO-4T(NK)**2*Y(3)**2 + Y(3)*"2 - 
. (Z*Y(l)*Y(3))**2 - (Z*Y(2)"Y(3))'*2 - Y(-i)**? - + Y(6)'*2 - 
. 2.DOXXL-4MBDa4*Y\ 3)**4) 
WRITE ( 5 , * )  -lrI=*. Y ( l ) ,  'J-?='. Y(2), 'Y3='. Y(3) 
WRITE (5 ,* )  'Y4='. 1*(4), 'Y5='. Y(5). 'Y6='. Y(6), XL-lMBD.4 
Z= la masa del campo escalar. Yl=FI, Y?=-A, l -3=PF,  l-4=P-l 
HAM=(-Y(3)**2 + Y(l)**2'[ l.DO + (Z*Y(3))"'2) + Y(2)**2* 
. (DFLO-lT(NN)**2 t (Z*Y(3!)**2) + Y(4)**2 7- Y(5)*'2 - Y(6)"2)/2.DO+ 
. XL=llIBD,4*Y(3)**4 
-4A=Y(l) 
KI(=O 
C Tolerancia de integracioc (t ipicamente entre 0.0001 y 0.00000001), 
c numero de pasos de intepacion, tiempo por paso Y REL-4CION 
C I(nput)/O(utput) 
C 
C Condiciones iniciales para el sistema lineal (sistema ortonormal) 
DO 10 I=N+l.SnI 
Y(I)=O.O 
CONTISUE 
DO 20 I=l,N 
Y((N+l)*I)=l.O 
CUM(I)=O.O 
CONTINUE 20 
C 
C Inicializacion para el inregrador 
XEQ=lILd 
S=O.DO 
1=1 
DO WHILE (IiIi.LE.3000.-4ND.I.LE.NSTEP) 
SEND=STPSZEXdFLOAT(I) 
C 
C Llame d integrador ODE. Esto es una rutina IMSL 
CALL DVERIi; (SEQ,FCS,X,Y ,XEND,TOLJND.C.SEQ.J5T,IER) 
HA4M=(-Y(3)**2 + Y(1)*"2*(1.DO + (2*Jw(3))**2) $ Y(2)**2* 
. (DFLO-T(NN)"2 + (Z*Y(3))**2) + Y(4jX*2 + Y(S)**2 - Y(6)*"2)/2.D0+ 
. SLAhlBDA"Y(3 1**4 
C 
IF (D,4BS(H-4bI~.GE.l.D-10) G O  TO 105 
C 
C construir una nueva base ortonormal por el metodo de GSI 
Aqui va la parte principal Gel programs, para calcular 10s Esponentes 
Caracteds:icos de Lyapuno-i. que aparece en la Ref.[Itolfl et  al. 19851. 
C datos para construir las secciones de Poincare 
IF  (AX.LT.O..ASD.Y(l).GE.O.) THEN 
WRITE (2 ,* )  Yi3), Y(6) 
WRITE (3,*) Ye). J7(4), Y(5) 
IiI<=I<I<+l 
IF  (MOD(I<Ii.S03).EQ.O) WRITE (;,*) 'IiIi=', IiIi 
EKDIF 
AA=Y(l) 
C 
c imprime datos para 10s Lyapunov 
IF(SIOD(I,IO).EQ.O) THEN 
KRITE(S,*) S, CUSI(l)/X, CUSI(4)/S 
WRITE(10.') CUhl(2)/S, CESI(S)/X 
WRITE(11,') CUhl(3)/S, CUSI\ 6)/X 
EKDIF 
I=I+l  
EKDDO 
II'RITE (9.') 'LL='. LL. 'L='. SL ,  's='.s , 'H-l3f=',H.4l1 
SU~l-4=CL~SI(l)/X+CUS4(2)/X+Cvl\r(3)/X+CUhf(4)/X+CUhl(5)/X+CUhI(6)/X 
WRITE (9,') 'La surna de 10s LJ-apunov es:', SLMA 
WRITE (lo.*) 'LL=', LL, 'L='. S L  
WRITE (11.*) 'LL=', LL. 'L='. S L  
WRITE (2.') 'LL='. LL. 'L=', SL.  'II;I<='. I<Ii 
WRITE (3,*) 'LL='. LL. 'L='. SL ,  'IiI<=', I<Ii 
CLOSE(UKIT=2) 
CLOSE(UKIT=3) 
CLOSE(UKIT=9) 
CLOSE(UKIT=10) 
CLOSE(UKIT=ll) 
COSTINUE 
COSTINUE 
STOP 
EKD 
C 
SLBROUTISE FCK ((N.S.Y.YPRlb.IE) 
C d e h i d a  por el usuario. rutina llamada por el integrador Ih4SL 
implicit real's (a-h,o-z) 
DISlESSIOS Y(Y). YPRIbIE(S) 
COLISION Z. S N ,  XLALLBD-4 
ECU.4CIOKES D E  SIOI-I3lIESTO 
YPRIME(1 )=Y (4) 
YPRI34E(2)=Y ( 5 )  
YPRIhIE(3)=-Y(6) 
YPRISIE(4)=-V(1)*(1.DO + (2*1*(3))'*2) 
YPRIlIE(5)=-Y(2)*(DFLOAT(SS)**2 + (Z*1-(3))**2) 
YPRISIE(G)=( 1.DO - (ZFY(1))"2 - (ZXY(2))*'2)*Y(3)-4.DO'XLAhn1BDAx 
Y(3)"*3 
C 4 copias de las ecuaciones linealizadas de mo~imiento 
YPRIME(7+1)=Y(25+1) 
Y PRIr\IE(13+I)=Y (31+I) 
YPRIME(19+1)=-Y(3'r+I) 
YPRIME(25+1)=-(1 .DO + (Z*Y(3))**2)*Y(7+1)- 
2.DO*Z**2*Y(l)*Y(3)*Y(19+1) 
YPRIME(~~+I)=-(DFLOAT(NN)**2 + (Z*Y (3))**2)*Y (13+1)- 
2.DO*Z**2*Y(2)*Y(3)*Y(19+1) 
YPRIME(37+I)=(l.D0 - (Z*Y(1))**2 - (Z*Y(2))**2)*Y(19+I) - 
2.DO*Z**2*Y(3)* (Y(l)*Y(7+1) + Y(2)*Y(13+I)) - 
12.D0*XLAMBDA4*Y(3)**2*Y(l9+I) 
CONTINUE 
RETURN 
END 
CQlculo de la Integral de  hlelnikov 
I El cdculo de la integral de Melnikov puede hacerse corno sigue. Dado el Hamilto- niano y la condici6n de vinculo, 
I Se puede despejar la variable de acci6n (conservada) 
1 9  - 3 3 - 1  
-j(p, a ,  r) = - ( ; ( T -  + a') - h a 4 ) ( 1  - m-a- sin- 
1 .-, 2 2  7 2 -(?(-- + a') - -4a4)(1 - m a  sin- 9) 
4 
= h o ( l  - 6h) . 
I donde 6h resulta ser: 
I Si consideramos a y corno nuevo tiempo. las ecuaciones de movimiento de nuestro sistema (ahora de un solo ,orado de libertad. pero dependiente del tiempo), sergn: 
Con esto podemos calcular el corchete de Poisson que aparece en la integral de 
Melnikov (IV.12), y resulta: 
donde hemos reescrito, para considerar el instante (o fase initial), 9 = q - qo. 
Despu6s de i ~ t e g a r  por partes. efectuar un cambio de variables y teniendo en 
cuenta que la i n t e e d  es simdtrica respecto de cero. la expresibn que se obtiene es: 
m'j sin 270 O= cos 2 &I 
Af(q0) = 
cosh2 x 
dx . 
'211 
Esta integral se encuentra en tablas ([Gradshteyn y Eyzhik 19801, espresibn 3-98'> pAginz 
505), ;v el resultado que se obtiene es el de la Ec.(lT-.14). 
Valores d e  Expectaci6n Re~lormal izados  
Dada la ecuaci6n para 10s modos: 
+ [k' + h v i ~ i ' ] ~ ~  = 0 . 
L-na elecci6n particular del conja to  de soluciones de la EL(\-.l 1) implica la elecci6n 
de un estado de racio del campo. -4 diferencia del espacio de Slinkowski: la eleccibn 
del estado de vacio no es linica en un espacio - tiempo curl-0. Por orra parte, 10s 
1-alores de expectaci6n que hay que cdcular en las ecuaciones de campo (TV.S), dependen 
obviamente del estado cuiintico del sistema. Entonces: si elegimos el estado de vacio 
lo,) (para alglin instante 73 ), como aqu6l que minimiza el Haniltoniano [Afazzitelli, 
Paz  y Castagnino 1981,  
10s valores de expectaci6n no renormzlizados de (32 y Too se pueden escribir en tCrminos 
de 10s modos de la siguiente manera: 
donde w: = k' + hoia'. Introduciendo. entonces las funciones cornplejas a k ( q )  y Pk(q), 
como en el Cap.V, se llega a que la Ec.(V.11) es equil-alente a las Ecs.(Ir.l4), con la 
condicibn de normalizaci611 dada (lak12 - IPkI2 = 1). 
Si elegimos la condicibn inicial ak(rlo) = 1 J- jk(qo) = 0, entonces el estado de cacio 
es [O,). En t6rminos de las nuevas nriables tenemos 
1 d3 li (Too) = J + 28') ' 
donde s k  = IDkl2 1- zk = Re CXkPke2. 
Siguiendo la Ref.[Paz y Mazzitelli 19881. calcularnos 10s mlores de espectaci6n 
renormalizados sustrayendo de las ecs(C.4) J- (C.3) las ex~ansiones adiabkicas de se- 
gundo y cuarto orden (para un esquema del ctilculo ver Apkndice D),  respectivamente. 
El resultado para s' es 
La primera contribucibn es un tQmino de polarizacibn de l-acio que se puede absorber 
en el potential efectivo [Birrel y Davies 19821. El segundo tPmino es t i  relacionado 
a la creaci6n de parriculas. Con la aprosimacibn de que las fases de crk y Sk, varian 
rspidamente y a1 azar. podenos despreciar la contribuci6n de zk frente a s k  y obtenemos 
la Ec.(V.lS). 
Por otro lado. para el rensor energia - momento se obtiene: 
- 
donde P denota t6rminos finitos que incluyen hasta derivadas cuartas de la mktrica (10s 
tinninos de polarizacibn de 1-acio) J- hasta derivadas segundas de 40. Como antes, la 
produccibn de particulas esiA contenida en el segundo tkrnlino. 
El ciilculo de (y2),,, puede hacerse como sigue. Escribiendo: 
El valor medio de y' se puede escribir entonces (cf. Ec.(C.2)), 
= Fill-k, n! k)] 
El valor medio renormzlizado se define via 
7 1 (q-'.,, = F:1ITk. r2j k)] - Fink.0]lad2 . 
donde Qk es la aprosimacibn. a segundo orden adiabzitico. de lVk. De (D.2) encontramos 
asi 
El valor de expectacibn renormalizado se puede obtener de substraer (D.6) de (D.3). 
El tdrrnino infinito se cancela esplicitamente si, en lugar de (D.3). se utiliza la espresi6n 
equivalente (C.l). El resultado final es la ecuaci6n ((2.6). 
El cdculo de (f'oo),,, se puede hacer siguiendo 10s mismos lineamientos, pero las 
expresiones son m b  compliczdas debido a que se deben calcular las aprosimaciones de 
cuarto orden adiab6tico en 11; y TYi/TVk. 
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